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® A “B climlesi dogrudur” ctimlesi olsun
® B, “A climlesi yanhgtir” ciimlesi olsun.

10

11

O zaman A yanls olmali, ¢iinkii dogru ise, o zaman B dogrudur, ama

B’ye gore A yanligtir.
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Bununla beraber, benzer gsekilde, A dogru olmali, ¢iinkii yanls ise, o
zaman B yanligtir, ama B’ye gore A yanlstir, ve bu durumda A
dogrudur.

Boylece bir paradoks c¢ikar.

2 Paradoks sozciigii

aykir1 kani.
2 Kimi zaman gagirtma amaci giiden, aykir1 duygu ve diigiince.
Esanlamly (anlamdas): kargitlam [6].

Paradoks. 1 ‘ Koklegmis inanglara aykir: olan diisiince,

Ortodoks. 1 ‘ Kilisenin kat1 6gretisine uygun olan. ‘ 2 Ortodokslugu

benimsemis olan (Hristiyan).

Aé€a, ns, 1. ‘Dij§i’1nce, inang, | kani, yargi, hiikkiim; 6greti, doktrin;

temelsiz diigiince; varsayim, hipotez, faraziye; iin, gohret.

’Opféds, 1), 6v. Ayakta, dik duran, | dik; dogru, | gergek; yasaya, kanuna

uygun; yasal, kanuni, megru.
"0pBs, Oklid’in “dogru” icin kullandig: sozciiktiir.
TMap& (adv. ve praep.), (gen. ile) yakinina, yakininda; (dat.

ile) yanina, yakima; (acc. ile) — boyunca, -in yakininda.

Map&dofos, os, ov. ‘Beklenenin aksine, ‘ olaganiistii, olagandisi,

aligilmamis, garip, tuhaf, acayip [1].
Mapaypagn, fis, N, yana yazilan sey.
Ornegin § paragraf isareti!
TMap&AAnAos, os, ov, paralel, kosut.

Oklid’in 44. énermesi:
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Verilmis bir dogru boyunca

verilmig bir tiggene esit

bir paralelkenar uygulamak (TTopoPoieiv)
verilmis bir diizkenar acida.

TMoapapdAAw. Atmak; emanet etmek, birakmak; . . . ; yaklagsmak . . .
TMMapapodm), fis, 7, karsilagtirma . . .

Neden parabol, kesin bir egridir? Bir y% = ¢z denklemine gore y’deki
kare, taban olarak ¢’ye bir dikdértgen uygulanirsa, yiiksekligi «’dir.

3 Yalanci paradoksu Grnegi

Tekrar paradoks, koklesmis inanglara aykir: olan diiglincedir.
Ko6klesmis inang: Her ciimle ya dogru ya yanhstir.

Kargit 6rnekler: ® “Gidelim.” ® “Buyurun.” ® “Ne giizel!” ® “Saat
kag?”

Anlamina gore bir ciimle (1) bildirme, (2) istek, (3) buyurma,

(4) kosul, (5) tinlem, veya (6) soru ciimlesi olabilir [2].

Diizeltilmis inang: Her bildirme veya kogul climlesi, ya dogru ya
yanlhgtir.
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Karsit 6rnekler:

® “Bu climle yanhgtir.”
® Yukaridaki A ve B climleleri.

Paradoks 1. Bazi bildirme ciimleleri ne dogru ne yanlistir.

4 Yiklem paradoksu

Bir bildirme ciimlesi, 6zne ve yiiklem 6gelerinden olusur. Ornegin

Ozne ‘ yiiklem
Ince’nin o bankadaki parasi | bir milyondan fazladir.
Incenin | o bankada paras: var.
Ince’'nin o bankadaki parasi | var. [5, XVI, 6]

Bir ciimlenin 6znesi, bir 6bek olabilir, mesela
“O bankada parasi1 var” dort sozciikten olugur.
Asagidaki C' ciimlesi dogrudur, ama kanitlanamaz.

“Kendi 6znesi oldugu zaman kanitlanamaz’
kendi 6znesi oldugu zaman kanitlanamaz.

Zira C’ye gore bir ciimle kanitlanamaz. O halde C yanlig ise, o climle
kanitlanabilir. Hangi ciimle kanitlanabilir? Kendisi! Yani

® Yiiklemi “kendi 6znesi oldugu zamanda kanitlanamaz” olan,
® Gznesi “kendi 6znesi oldugu zamanda kanitlanamaz” ifadesi olan

climle; ama bu climle, yanhs olarak varsaydigimiz C' ciimlesidir.
C kamitlanabildiginden, C' dogru olmalidir. Kisaca C yanlis ise
dogrudur.

Boylece C' dogrudur. O zaman C climlesine gore bir ciimle
kanitlanamaz. Ashinda dogrulugunu gosterdigimiz C' climlesi
kanitlanamaz.
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Paradoks 2. Dogru ama kanitlanamaz ciimle vardar.
C climlesinin dogrulugunu kanitlamadik m1? Kanitladik, ama yeni kanit
kavrami ile kanitladik.

Russell & Whitehead 1908-13 yazdig1 Principia Mathematica
kitabindan bir PM “kanit dizgesi” veya “bi¢imsel dizge” ¢ikar.

Teorem 1 (Godel'in Eksiklik Teoremi, 1930 [3]). PM dizgesinde

“Kendi dznesi oldugu zaman PM ’de kanitlanamaz”
kendi dznesi oldugu zaman PM ’de kanitlanamaz

ctimlesi olusturulabilir, ve bu ciimle dogrudur, ama PM de
kamtlanamaz. PM nin yerine baska bigimsel dizgeler konulabilir.

Russell & Whitehead, Principia Mathematica kitabini1 bagka bir
paradoksu ¢ozmek i¢in yazmiglarda.

5 Kuaf6r paradoksu

Bazi kisgiler kendi saglarini keser, bazi kisiler kendi saclarini kesmez.

Paradoks 3. Bir kéyde, kendi saglarini kesmeyen (ve yalmiz kendi
saglarim kesmeyen) koylilerin saglarini kesen bir kuafor olamaz.

6 Katalog paradoksu
Her katalog, bir kitap olarak sayilsin. Bazi kataloglar, kitap katalogudur
[4]. Bir katalog, kendisini igerebilir, kendisini icermeyebilir.

Paradoks 4. Bitiin kendisini icermeyen kataloglar, bir katalog
olusturamaz.
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7 Russell Paradoksu (Bertrand Russell, 1872-1970)

Bertrand Russell, agagidaki paradoksu 19o2’de Gottlob Frege’ye
gonderdi [7]. Zatan 6nceki yilda Ernst Zermelo benzer paradoksu
bulmugtu [g, n. g].

“Kendi yiliklem olamaz” bir yliklem olabilir mi?
“Ug sozciikliidiir” kendi yiiklem olamaz
ciimlesi dogrudur, ¢ilinkii
“Ug sozciikliidiir” ii¢ sézciikliidiir

ciimlesi yanhgtir. Boylece “kendi yiiklem olamaz” 6begi, bir yiliklem
olarak kullanilabilir. Ama gergek bir yiiklem ise,

“Kendi yiiklem olamaz” kendi yiiklem olamaz
climlesi olusturulabilir, ve bu ciimle ne dogru ne yanligtir.
Paradoks 5. “Kendi yiiklem olamaz” bir yiiklem olamaz.

Farkli sekilde, matematik nesneler kiime olarak, ve ayrica 6geleri kiime
olan kiime olarak, diigiiniilebilir. Ornegin

0=g, 1 = {0}, 2={0,1}, 3=10,1,2},
Her x bir kiime olsun. Eger ¢ bir yiiklem ise, o zaman
{z: ()}
toplulugu olusturulabilir. Mesela
{z:2¢a)

toplulugu olusturulabilir. Ama bu topluluk, bir kiime olamaz, ¢linkii bir
a kiimesiyse, o zaman
a€a <= ad¢a.
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Paradoks 6. Ogeleri kiime olan baz topluluklar, kiime degildir.

Bir {z: ¢(z)} topluluguna simif denir. Her @ kiimesi {z: x € a} simftur,
ama gosterdigimiz gibi kiime olmayan sinmif vardir.

Teorem 2. Bir B iki konumlu bagintisy i¢in, dyle bir a olamaz ki her x

¢im
x Ba < —(z Bux).

Kanit. x = a olsun. O

Ornegin = B y asagidaki gibi olabilir:

2’in saclar1 y tarafindan kesilir,
x, y tarafindan icerilir,

“x” y climlesi dogrudur,

T €.

8 Cantor paradoksu (Georg Cantor, 1845-1918)

w=1{0,1,2,...} olsun.

Teorem 3. w’mun her n elemams icin n < 2.

Kamit. Tiimevarimi kullanacagiz.

1. 0< 1 =20

2. mE wvem < 2™ varsayilsin. O zaman | < 2™, dolayisiyla

m4+ 1 <2m42m=2m. 9 _gmtl O
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Alternatif kanat. Eger |A| = n ise, o zaman |Z(A)| = 2™. Ancak
Al <[2(A)]. (%)

Zira |A| < |2(A)|, ¢linkii b € A ise {b} € Z(A). A kiimesinin her b
eleman: igin, A kiimesinin farkli F'(b) alt kiimesi olsun. (Boylece F', A
kiimesinden &?(A) kiimesine giden birebir bir fonksiyondur.)

C={zeA:z¢ F(x)}
olsun. O zaman A kiimesinin her b eleman igin
beC < b¢ F(b).
O halde

C # F(b).
(Yukaridaki teoremde x B y, € F(y) olsun.) O

Paradoks 7. |A| < |Z(A)] esitsizligi, sonsuz kiimeler i¢in bile
dogrudur. Bdylece en biyik kime yoktur.

g9 Tarski’'nin Teoremi (Alfred Tarski, 1901-83)

Oklid’in 6. 6nermesinin EAN TPIFQNOY . . . bildirmesi,* asagidaki
bicimlerde yazilabilir.

Her z i¢in,
bu z, tabandaki agilarinin birbirine egit oldugu tiggen ise,
kenarlar1 da birbirine egittir.

Bu ifade Vz ¢(x) olarak yazlabilir. Buradaki ¢(z) ifadesi, bir
formiildiir. Vz ¢(x) ifadesi de bir formiildiir; ayrica bir climledir.
Eger ABC diizlemde bir {iggen ise, o zaman p(ABC) ifadesi de bir
climledir.

Yani 'E&v Tprycovou ai 8Uo ywvian iocor dAANAcis @otv, kol ol Umod Tas foas ywviag
UTroTeivoucan TAsupal oo dAANAcls EcovTal.
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Her ¢(x) formiiliiniin yazuls bigimi

To(x)”

olsun. O zaman "p(z)7, bir figiirdiir! Mesela "EAN. .. " agagidaki

bi¢imdedir.
© N O
A\ N
H I M z

O halde her ¢(z) formiili i¢in bir ¢(T¢(x)™) ciimlesi gikar. Her 0(x)
formiilii i¢in 0*(x), dyle bir formiil olsun ki her ¢(x) formilii igin

0*("p(2)) = 0("p(Tp(x) "))

Simdi, miimkiinse 0(z), dyle bir formiil olsun ki her o ciimlesi i¢in

B A
Y4

E—

I A

("0 = o.

O halde ¢’nin dogrulugu, "o figiiriiniin geometrik 6zelligidir. Ama
olamaz, ¢linkii her p(z) formiilii i¢in

0" ("p(2)") = ¢(Tp(2)),
07 (Tp(2)7) = —p("p(x)7),
dolayisiyla
=0*("¢(x)7) dogrudur ancak ve ancak ¢("p(z)™) yanhgtir.
Oyleyse —0*(z) formiilii

kendi 6znesi oldugu zaman yanligtir
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(veya “kendi yiiklem olamaz”) yiiklemi anlamina gelir. Gordiigiimiiz gibi
Oyle bir yiiklem olamaz, ¢iinkii bu yiiklemin 6znesi "6*(z)” ifadesi ise,
bir celigki cikar.

Paradoks 8. Dogruluk, ciimlelerin geometrik bir ézelligi degildir.

10 Godel’in Eksiklik Teoremi (Kurt Gédel, 1906—78)

Godel’in gosterdigine gore kanstlanabilme, bir ciimlenin geometrik
ozelligidir.? Zira bir bi¢cimsel kanat, sadece bir ciimle listesi ki her climle,
once gelen climlelerden kesin kurallara gore gikar.
Boylece Gyle bir ¥(z,y) formiilii vardir ki her o ciimlesi igin
o kanitlanabilir ancak ve ancak Jy ¥("o 7, y).
Simdi 6(z), -3y ¢¥(x,y) formiili olsun. O zaman her o ciimlesi igin
0("o™) dogrudur ancak ve ancak o kanitlanamaz.

Oyleyse her ¢(z) formiilii igin

0*("(x)7) dogrudur ancak ve ancak ¢("¢(x)") kanitlanamaz.
Oyleyse 0*(z) formiilii

kendi 6znesi oldugu zaman kanitlanamaz

yiiklemi anlamina gelir. Gordiigiimiiz gibi bu yiiklemin dznesi "6*(x)™
ifadesi ise, dogru ama kanmitlanamayan ciimle gikar.

Paradoks 9. Dogru ama kamitlanamaz ciimle vardar.

2 Aslinda Godel, kamitlanabilmenin sayisal 6zellik oldugunu gosterdi.
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