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Onsoz

Bircok profesyonel matematik¢inin bilmedigi ya da yarim
yamalak bildigi, ¢ctinkii kulak dolgunluguyla ve ozmozla 6gren-
digi, ama matematigin ¢ok onemli, cok temel ve felsefi olacak
kadar derin bir konusunu, bir lise 6grencisinin bile anlayacag:
dile indirgeme basarisina ulastigima inanmak istiyorum. Tabii
bu 6grenci daha 6nce [SKK] ve [SI]yi dikkatlice okumus ve ice-
rigini 6ziimsemisse... Nitekim, bu ders notlar1 [SKK] ve [SI]’den
sonra, kiimeler kurami notlarimm ti¢iinct cildi olarak algilan-
malidir ve bu ders notlar1 okunmadan 6nce [SKK] tamamiyla
ve [SI]’nin ilk kismi, en azindan ilk iki boliimii 6ziimsenmis ol-
mali.

Ogrencinin ¢evresinde muhtemelen anlamadig1 konularda
soru soracak kimse olmayacaktir; bu yiizden elimden geldigin-
ce kimseye sorma ihtiyaci belirmeyecek, tek basina anlagilabi-
lecek bicimde yazmaya ¢aligtim. Bunun miimkiin olmadigini ig-
ten ice bilsem de... Okur bu gibi durumlarda 6nce satirlarla ve
kendisiyle miicadele etsin, sonra okumaya devam etsin. O ka-
dar cok tekrar var ki, kendisine hitap eden sese daha ileride
ulasma olasilig yiiksektir, ya da kullanilan dile zamanla alisa-
caktir. Tekrarlardan bu nedenle 6zellikle kacinmadim.

Ustelik ilk okuyusta anlasilan kitaplardan da pek bir sey
ogrenilmez!



i Onséz

Tleride, kategori teoriyle siirekli bir flort halinde olacak
olan “calisgan matematikciye” yonelik bir kiimeler kurami kita-
b1 yazmayi tasarliyorum. Boylece seri tamamlanacak.

Kumeler Kurami burada bitmez elbet. Ama daha fazla yaz-
manin bir anlami yok. Siradan bir matematikginin bilmesi ge-
reken kiimeler kurami bu dért kitapta yer alacak. Daha ileri (ve
son derece ilging ve zevkli) konular icin benden ¢ok daha yet-
kin kisilerin ¢ok degerli kitaplari var. Kitabin sonundaki kay-
nakg¢ada bu kitaplarin buyuk ¢ogunlugunu bulabilirsiniz.

Kitabin dort boliimiinii yazan Ayse Berkman’in ODTU’lii
ogrencileri Ali Altug ve Aykut Arslan, Ilksen Acunalp, Tolga
Karayayla, Niyazi Anil Gezer’e ve hocalar1 Ayse Berkman’a, bi-
rinci donemin ders notlarini bastan sona okuyup duzeltmeler
yapan Betiil Tanbay’a, duzeltmeler yapmakla yetinmeyip bu
notlari yazmam igin gerekli ortami saglayan esim Ozlem Beyars-
lan’a ve bes yildir yaptigim her seyde buiyiik katkisi olan asista-
nim Ash Can Korkmaz’a hepimiz adina ¢ok tesekkiir ederim.

Ali Nesin
27 Eylil 2010



Okuma Pargasi

1. Her Sey Siralanamaz

¢¢ Ahmet, Belgiin’den daha uzun boyluysa, Belgiin de Ce-

mal’den daha uzun boyluysa, Ahmet, Cemal’den daha uzun
boyludur,” 6nermesi hi¢ kuskusuz dogrudur. Ciinkii A < B ve
B < C esitsizliklerinden, A < C esitsizligi ¢ikar.

Su 6nermeyi ele alahm simdi: “Ahmet, Belgiin’den daha iyi
satrang oynuyorsa ve Belgiin de Cemal’den daha iyi satrang oy-
nuyorsa, Ahmet, Cemal’den daha iyi satran¢ oynuyordur.”

Bu 6nerme dogru mudur? Ahmet gercekten Cemal’den da-
ha iyi satran¢ oynuyorsa, onerme dogrudur elbet. Ama genel
olarak, herhangi ti¢ kisi i¢in dogru mudur bu 6nerme? Bir bas-
ka deyisle, A, B ve C herhangi tg¢ kisiyi simgeliyorsa, A, B’den,
B de C’den daha iyi satrang oynuyorsa, A, C’den daha iyi sat-
rang oynuyor diyebilir miyiz?

Satrang analizi zor bir oyun. Satran¢ oynamak yerine zar
atalim.

1.1. Bir Zar Oyunu. A ve B diye adlandiracagimiz iki zarin
alt1 yiztinde su sayilar yazih olsun:
A: 1 4 5 7 9 12
B: 2 3 6 § 10 11
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Bu iki zar birbiriyle “en yiiksek sayiy1 atma” oyunu oyna-
sa, hangisi daha ¢ok kazanir, yani hangi zarin kazanma olasili-
g1 daha yiiksektir? Bu soruyu yanitlamak i¢in gelebilecek zarla-
r1 bir tabloyla gosterelim.

1 4 5 7 9 |12

2 B A A A A A
3 B A A A A A
6 B B B A A A
8 B B B B A A
10 B B B B B A
11 B B B B B A

Ornegin, A’ya 9, B’ye 3 geldigi durumu besinci siitunla
ikinci siranin kesistigi yerde (golgelenmis karede) gosterdik.
A’nin B’yi yendigi zar atiglarini A ile, B’nin A’y1 yendigi zar
atiglarini B ile gosterdik.

Sayildiginda gorulecegi gibi, B, A’y1 19 kez yeniyor. Demek
ki B’nin A’y1 yenme olasiligi 19/36°dir. Ve elbet, A’nin B’yi
yenme olasiligi 17/36°dir!.

Dolayisiyla iki zardan birini secmek gerekirse B zarini segme-
liyiz, ¢inki B zariyla kazanma olasiigimizi artirmis oluruz. Bu
oyunu B zariyla (A zarmna karsi) 36 milyon kez oynayacak olsak,
asag1 yukari 19 milyonunda kazaniriz, geriye kalan 17 milyonun-
da kaybederiz. Sonug olarak B zar1 A zarindan daha iyidir.

Bu kez ti¢ zarimiz olsun: A, B ve C zarlari. Ve zarlarin ts-
tinde su sayilar yazil olsun:

A: 1 5 6 10 13 18
B: 2 3 7 11 16 17
C: 4 8 9 12 14 15

Bu zarlarla C, B’yi 20/36 olasilikla yener (hesaplari okura
birakiyorum.) B de A’y1 19/36 olasilikla yener. Demek ki C za-
r1 B zarindan ve B zari1 A zarindan daha iyidir. En iyi zarin C

1 Esitlik (yenisememek) olmadigindan, bu iki olasiligin toplami 1 olmalidir.
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oldugu sonucuna varabilir miyiz?

C’yle A’y1 birbirleriyle kapistiracak olursak, C’nin A’y1 ger-
cekten de 21/36 olasilikla yendigini goririiz.

Demek C, hem A’yi hem de B’yi yeniyor. Hi¢ kusku yok ki
bu 6rnekte C en iyi zardir.

Birinci Soru. Oyle A, B ve C zarlar1 var mudir ki, A zar1 B
zarini yensin?, B zar1 C zarini yensin ve C zar1 A zarini yensin?
Ayrica zarlarin tstiinde 18 degisik say1 olsun??

Birinci Sorunun Yamiti. Evet vardir! Bu zarlari bulacagz.
Hatta 6yle zarlar bulacagiz ki, A, B ve C birbirlerini hep ayni so-
nugla, 19’a 17 yenecek! Ve atacaklari ortalama zar ayni olacak!

1’le 18 arasindaki sayilari rastgele bir bigcimde A, B ve C’ye
dagitalim. Eger sanshi bir giniimiizdeysek istedigimize ulasiriz.
Sansimizi deneyelim. Diyelim A, B ve C’ye su sayilar1 dagittik:

A: 3 5 8 12 14 16

B : 2 4 9 11 13 18

C: 1 6 7 10 15 17
Bu zarlari yaristirirsak su sonuglari elde ederiz:

A-B :19-17
B-C:19-17
C-A:18-18

[k iki karsilagsma istedigimiz gibi, ama son kargilasma iste-
digimiz gibi degil. C’nin A’y1 yenmesini istiyorduk, oysa yeni-
semediler. Demek ki C’yi giiglendirip A’y1 zayiflatmamiz gere-
kir. A’nin buyiik bir sayisin1 C’nin kugiik bir sayisiyla degisti-
rirsek istedigimiz olur ama, o zaman da istemeden A-B ve B-C
sonuglarini degistirebiliriz... Bunu engellemeliyiz ama nasil?
A’nin hangi biiytik sayisiyla C’nin hangi kiiciik sayisini degisti-

2 Olasilik olarak sozediyoruz burda elbet. Yani A’nin B’yi yenme olasilig1 1/2’den
biiyiik olsun.
3 Eger boyle 18 degisik say1 varsa, dilersek bu sayilar1 1’den 18’e kadar alabiliriz.
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relim ki, A-B ve B-C kargilagmalari (yani B’nin yaptig1 kargilas-
malar) bu degisimden etkilenmesinler? A’nin 8’iyle C’nin 7’sini
degistirirsek, hem C gig¢lenmis hem de A zayiflamig olur, hem
de A-B ve B-C karsilasmalari bu degisimden etkilenmezler!
Cunkit B’nin bir sayis1 7’den kugikse, 8’den de kuguktur;
8’den kiigiikse 7’den de kuigiiktiir... Dedigimiz gibi yapalim ve
7’yle 8’in yerlerini degistirelim:

A: 3 S 7 12 14 16

B: 2 4 9 11 13 18

C: 1 6 8§ 10 15 17

Bu yeni zarlarda A-B, B-C ve C-A karsilasmalari hep ayni
sonugla, 19-17 biter. Istedigimiz gibi A, B, C zar1 bulduk.

Okur herhalde ilk denememdeki A, B, C zarlarinin sayilarini
rastgele yerlestirdigime inanmiyordur. Okur inanmamakta hakl.
[k zarlar1 nasil buldugumu anlatayim.

Herhangi iki zarin 5-6, 7-8 gibi ardisik iki sayiy1 paylagsma-
lar1 igime gelir. Hatta bunun bir degil iki ardisik say ifti icin
boyle olmasi daha da iyi olur. Gerekirse birini, gerekirse dige-
rini gi¢lendirmek i¢in kullanirim. Boylece hatayi gidermem ko-
lay olur, ¢unkii boylece diger iki karsilasmanin sonucunu degis-
tirmeden istedigim karsilasmanin sonucunu istedigim yonde
degistirebilirim. Bunu biliyorum. Dolayisiyla ilk denememde
bunu saglamaya ¢alismaliyim. Sayilari zarlara soyle dagitalim:

B: 18
C: 15 17
A: 1 12 14 16
B: 4 11 13

C: 3 S 10

A: 6 8

B:

Yani soyle:
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A: 1 6 § 12 14 16
B : 2 4 9 11 13 18
C: 3 S 7 10 15 17
Bu zarlar aralarinda oynarlarsa her kargilasma 18-18 bera-
bere biter... Oysa ben - 6rnegin - A’nin B’yi yenmesini istiyo-
rum. 1’le 2’nin yerlerini degistirirsem, A’y1 giiclendiririm, B’yi
zayiflatirnrm ve C’nin kargilagsmalarinin sonuclarimi degistir-
mem. Bu degistirmeyi yapacak olursam A-B kargilagmasi iste-
digim gibi biter ve B-C ve A-C karsilasmalarinda bir degisiklik
olmaz. B-C karsilasmasini B’ye kazandirtmak icin 4’le 5’in yer-
lerini degistireyim. Boylece B-C karsilasmasini B kazanir ve A-
B karsilagmasini hala A kazanir, hem de ayni sonugla. Son ola-
rak, C-A karsilasmasini C’ye kazandirtmak icin 7’yle 8’in yer-
lerini degistirebilirim. Sonug olarak su zarlar1 elde ederim:
A: 2 6 7 12 14 16
B : 1 S 9 11 13 18
C: 3 4 8 10 15 17
Ve su sonuclari elde ederiz:

A-B :19-17
B-C:19-17
C-A:19-17

Istedigimiz de buydu zaten. Ustelik her ii¢ zarmn ortalama sayi-
st aynt: 57/6 = 9,5.

Ikinci Soru. Ayni seyi dort zarla yapmaya ¢alisalim. Ustle-
rinde 1°den 24’e kadar tiim sayilarin bulundugu 6yle dort A, B,
C, D zar1 bulalim ki A-B, B-C, C-D ve D-A karsilasmalarinin
sonucu 19-17 olsun. Ayrica A-C ve B-D kargilasmalarinin so-
nucu 18-18 olsun!

Ikinci Sorunun Yaniti. Yukarda anlattigimiz yontemi dene-
yelim.
Zarlar ilk asamada soyle dagitalim:
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G 24
D: 20 | 23
A: 1 16 19 | 22
B: 2 S 15 18 21
C: 3 6 9 14 17
D: 4 7 10 13
A: 8 11
B: 12
Yani zarlarimizin yuzleri soyle olsun:
A: 1 8§ 11 16 19 22
B: 2 S 12 15 18 21
C: 3 6 9 14 17 24
D: 4 7 10 13 20 23
Karsilagmalarin sonuglarini da yazalim:
A-B :19-17
B-C:18-18
C-D :17-19
D-A : 18-18
A-C:19-17
B-D : 19-17

Tam istedigimiz gibi olmadi ama pek uzak sayilmayiz. A-B

kargilagmasi tam istedigimiz gibi sonuclandi: 19-17. Ama 6bur

karsilasmalarin hicbiri istedigimiz gibi sonuclanmadi. Ikinci ve

liciincii karsilasmalara bakalim ilk olarak. Ikinci karsilasma

18-18 bitmis, oysa biz B’nin 19-17 kazanmasini istiyorduk.

Demek ki B’yi C’den 1 say:1 daha giiglii kilmaliyiz. Ugiincii kar-

silasma 17-19 skoruyla D’nin lehine bitmis, oysa biz tam tersi-
ni istiyorduk. Demek ki C’yi D’den daha gii¢lii kilmaliyiz. Bu
isteklerimizi ilk iki stitunla oynayarak yerine getirebiliriz:

A:

B:
C:
D

1

4
3
2

8

AN N

11
12

9
10

16
15
14
13

19
18
17
20

22
21
24
23
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Bu yeni zarlarla sonuglar soyle:

A-B:19-17
B-C:19-17
C-D : 19-17
D-A : 18-18
A-C:19-17
B-D : 18-18

Dordiinct ve besinci kargilagsmalar hala daha istedigimiz gi-
bi degil. Ornegin A-C karsilasmasini iki say1 farkla A kazan-
mis. Oysa biz bu kargilasmanin 18-18 berabere bitmesini isti-
yorduk. Demek ki C’yi A’dan 1 puan giglendirmeliyiz. Bunun
icin 7’yle 8’in yerlerini degistirelim. A-D kargilagsmasini da yo-
luna koymak igin 10’la 11’in yerlerini degistirelim. Iste zarlar:

A: 1 7 10 16 19 22
B: 4 S 12 15 18 21
C: 3 8 9 14 17 24
D: 2 6 11 13 20 23
Bu yeni zarlarla sonuglar soyle:

A-B :19-17

B-C:19-17

C-D :19-17

D-A :19-17

A-C: 18-18

B-D : 18-18

Tam istedigimiz gibi... Ayrica her zarin ortalamasi 75/6°dir
ve her oyuncu 19 + 19 + 18 say1 elde eder, yani averajda da
esitlik bozulmaz.

Yazinin baginda sordugum satrang sorusunun yanitini hala
daha bilmiyorum. Ama yukardaki bulgularim bana satrangta
“daha iyi oyuncu” iligkisinin bir tamsiralama olmadigini fisil-
diyor. Kimi oyuncu oyun basinda, kimi oyuncu oyun ortasin-
da, kimi oyuncuysa oyun sonunda iyi olabilir. Kimi oyuncu sa-
vunmada iyidir. Kimisi hirsli oyuncuya karsi daha iyi oynar...
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Bir satran¢ oyununu kazandiran (ya da kaybettiren) bir¢ok ele-
man oldugundan, “daha iyi satran¢ oyuncusu” iliskisinin bir
tamsiralama oldugunu hi¢ sanmiyorum.



2. Siralama

Ik bolimde her seyin siralanmayacagini gorditk. Ama bu,
Ihigbir sey siralanmaz anlamina gelmez tabii ki. Bazi seyler

bal gibi siralanir. Ornegin OSS sinav sonuglarina gore genc-
lerimiz siralanabilirler, siralaniyorlar da...

Bu bolimde siralamanin matematiksel anlamini ve bir siirii
ornek gorecegiz. Matematiksel tanimi daha sonraya saklayarak
orneklerle baslayalim.

Ornek 2.0.1. Ilk 6rnegimiz dogal sayilar kiimesi ol-
sun. En kiigiik dogal say1 0’dir, sonra 1 gelir, sonra 2, vs.
9 Herhangi iki dogal sayiy1 buytikliklerine gore karsilasti-

(o)

rabiliriz. Ornegin 3 < 5. Ayrica 5 < 8. Dolayisiyla 3 < 8
vs. Dogal sayilar, herkesin bildigi tizere

7

6 0<1<2<3<4<5«<...

s diye siralanmiglardir. Bu siralamanin en kiiciik eleman

., vardir (o da 0’dir). Ama en biiyiik elemani yoktur, her do-
gal sayidan daha buyiik dogal say1 vardir ¢inkii. Bu sira-

3 lamanin bir baska 6zelligi de her elemanin hemen bir bii-

2

yiigtiniin olmasi, 25’in bir buyigii 26’dir 6rnegin. Ayrica,
1 bu siralamada, 0 disinda her elemanin bir oncesi de vardir.
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Dogal sayilarin bu siralamasina dogal siralama adini vere-
cegiz ve bu siralamayi (N, <) olarak gosterecegiz. Dogal sayila-
rin dogal siralamasini bir 6nceki sayfada solda resmettik. K-
ciik elemanlar1 asagiya, biyiik elemanlari yukariya yazdik.
Gorsel olarak hep boyle yapacagiz, kugukleri asagiya, buiytikle-
ri yukariya yazacagiz.

Ornek 2.0.2. Ikinci 6rnegimizde dogal sayilarda alisik oldu-
gumuz siralamayi ters ¢evirelim: Bu sefer en kiiciik say1 (yani 0)
bu yeni siralamaya gore en “buyiik” eleman olacak. Sayilari bir
sinavda yapilan yanls sayisi olarak yorumlarsak boyle bir sira-
lamanin neden gerekli olabilecegini anlariz. Bu kez 0 pu- 0
an alan (yani 0 yanhs yapan) en iyisidir, ondan daha iyisi )
yoktur. 1 puan alan da fena degildir ama 0 puan kadar iyi
degildir. Bu siralamay < isaretiyle gosterelim: >

W=5<4<3<2<1<0. 3
Bu yeni siralamanin en biyiik elemani var, 0. Ama en ® 4

kugiik elemani yok, her elemanin hemen bir kiiguigu var,

5
ornegin 5’in bir kiigigii bu siralamaya gore 6. Ayrica 0 ¢
disinda her sayinin hemen bir buiytigii var. Bu siralama- .

ya gore 5’in hemen bir biiytigi 4’tiir. Yandaki sekilde bu

(>

yeni siralamayi resmettik. En biiyiik elemani en tepede
gosterdik, elemanlar kiiguldikge asagilandilar. Asagi
dogru istedigimiz kadar gidebiliriz.

Dogal sayilarin dogal siralamasiyla karigmasin diye bu yeni
siralamay1 < simgesiyle gosterdik. Dogal sayilar tistiindeki bu
yeni siralamaya gelecekte (N, <) olarak gonderme yapacagz.

Dikkatli okur, bu siralamayla negatif tamsayilarin sirala-
masi arasinda biiytik bir ayrim olmadigini gérmistiir. Nitekim,
bildigimiz siralamayla, negatif tamsayilar, aynen bu 6rnekte ol-
dugu gibi,

we<5<4<-3<-2<-1<0.
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Ornek 2.0.3. Uciincii 6rnegimizi goniil islerinden secelim,
daha heyecanli oluyor. Diyelim Gul’in bes talibi var: Ayhan,
Burak, Can, Dogan ve Erdem. Giil, bu
bes talipten birini se¢cmek i¢in delikan- b E
hlar1 sinavdan geciriyor. En 6ncelikli B
kistasi zeka oldugundan once talipleri-
ne satran¢ oynatiyor. Ayhan herkese A
yeniliyor, Burak hem Can’a hem de
Dogan’a yeniliyor. Zaman kalmadigindan baska da mag yapul-
miyor. Bu asamada Giil’tin siralamasini soyle gosterebiliriz:

A<B<C/,A<B<DveAc<E.
Burada A Ayhan’i, B Burak’: vs temsil ediyor elbette. Siralama-
y1 yukarda seklettik. En diisiik puan alan Ayhan’i en alt siraya
yerlestirdik.

Bu asamada Giil Erdem’le Burak arasinda bir kiyaslama ya-
pamiyor heniiz ama bu kiyaslayamama yukardakinin bir sira-
lama ya da kismi siralama olmasina engel olmayacak. (Mate-
matiksel tanim biraz sonra...)

Gul, Erdem’le Can ve Dogan’1t da kiyaslayamiyor. Ama
Can’1 ve Dogan’1 Burak’a tercih ediyor.

Ornek 2.0.4. Dérdiincii 6rnegimizde bir kiimenin altkiime-
lerini ‘ktigukten buyuge’ siralayacagiz. E bir kiime olsun (Ev-
ren’in E’si.) E’nin altkiimeleri kiimesine X diyelim. Ornegin

E=1{0,1,2}
olabilir. O zaman X’in su 8 elemani vardir:

%)

{03, {1}, {2},

{0, 1}, {1, 2}, {0, 2}

{0,1,2) = E.

Eger A, B € X ise, yani A ve B, E’nin altkimeleriyse, “A,
B’den kugiiktir” iliskisini A < B olarak tanimlayalim. Yani A,
B’nin o6zaltkiimesiyse (A < B ve A # B ise), o zaman A’nin
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B’den kiigtik oldugunu soyleyelim. Bu, birazdan tanimlayacagi-
miz anlamda bir siralamadir.

Bu siralamada, uglincti siralamadaki gibi kargilagtirilama-
yan elemanlar vardir. Ornegin X’in {0} ve {1} elemanlar: (yani
E’nin {0} ve {1} altkiimeleri) karsilastirilamazlar; birbirlerine
esit olmadiklari gibi ne biri digerinin ne de beriki 6buriiniin
ozaltkumesidir.

0,1,2) = E

Bu siralamay1 E = {0, 1, 2} duru-
munda “asagidan yukari dogru” yan- 0. 1] 0,27\ (1, 2)
daki gibi resmedebiliriz.

Gelecekte bu siralamaya (@ (E), <) ol ol
sirali ¢ifti olarak gonderme yapacagiz. )

Burada, @ (E), E’nin altkimeler kiime-

. . . %]
si, yani X anlamina geliyor.

Ornek 2.0.5. Gene dogal sayilar1 ele alalim. Eger x, y’yi
(dogal sayilarda) boliiyorsa, yani xz = y esitligini saglayan bir z
dogal sayis1 varsa, ama x # y ise, x, y’den (su anda tanimlamak
tzere oldugumuz siralamaya gore) “kiigtik” olsun. Yani bolen
sayilar kiiciik, boliinen sayilar buyiik...

0, kendisi diginda higbir sayiy1 bolmediginden (¢iinkii z ne
olursa olsun 0z = 0 # y), 0’dan biiyiik say1 yoktur. Ote yandan
(0 dahil!) her sayr 0’1 boldiginden (¢tinkii x0 = 0) her say:
0’dan kiuguktir. Dolayisiyla dogal siralamanin en kigiik ele-
mani olan 0 bu siralamanin en biiyiik elemanidir.

16 24 36 100 81 60 90 150 225
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1 her sayiy1 boldigiinden, 1 bu siralamanin en kiigiik ele-
manidir. Asal sayilar da 1’den “bir boy buytik” elemanlardir
elbette: 1’le bir asal say1 arasinda bu siralamaya gore bir bagka
eleman yoktur.

Bu siralamaya gore, bir p asalindan bir biiytik elemanlar p2
ve bir g asali i¢in pgq biciminde yazilan elemanlardir. Bu sirala-
manin kiigiik bir pargasinin bir resmini yukarida sunduk.

Bolen sayilari agagiya, boliinen sayilari yukari yazdik, ayri-
ca bu iki sayiy1 bir dogruyla birlestirdik. Ancak sekil karigma-
sin diye, ornegin, 2 ile 36 arasina bir dogru ¢izmedik (bu yon-
temle ¢izilen sekle Hasse diyagrama denir.) 2’den 36’ya giden
en az bir yikselen yol oldugundan 2’nin (bu siralamaya gore)
36’dan kigiik oldugu sekle bakinca anlasiliyor.

Bu siralamanin tanimi son derece basit ama kendisi de bir
o kadar karmasik. Yukardaki semaya bir de 7’yi eklerseniz bu
siralamanin ne kadar karmagik bir siralama oldugunu daha iyi
anlarsiniz, hatta sadece dordiincti kati tamamlamaya caligin...

Bir sayiy1 asallara ayirarak sayinin 1°den yiiksekligini de he-
saplayabiliriz. Ornegin,

60 =22 x 31 x 51
oldugundan, 60’in yiiksekligi 2 + 1 + 1 = 4’tlir, yani 1’den bas-
layarak tam dort adimda 60°a ulagabiliriz, Ornegin
1-2-6-30-60 bu yollardan biridir.

Gelecekte bu siralamaya (N, |) olarak gonderme yapacagiz.

Ornek 2.0.6. Sonlu Kiimeler Uzerine Siralama. Her ne kadar
matematiksel degeri olmasa da, pedagojik 6nemi oldugundan az
sayida elemani olan kiimeler tizerine siralamalari bulalim.

Eger X boskiimeyse ya da X’in tek bir elemani varsa, X’te
kiyaslayabilecegimiz iki degisik eleman olamayacagindan bu
durumlarda yapacak bir sey yok, bu kiimeler tizerine sadece
tek bir siralama vardir: bosstralama denilen ve higbir elemanin
hicbir elemanla kiyaslanmadig: tek bir siralama.
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Eger X’in iki elemani varsa, diyelim X = {a, b} ise, 0 zaman X
Uzerine asagida goriilen ti¢ degisik siralama vardir. Bunlardan son
ikisi birbirlerine ¢ok benzerler, birbirlerinden ‘gercekten farkls’ ol-

a ve b kiyaslanamaz, a<b b<a
bogsiralama

~ 9

duklarini séylemek zor... Ilerde, “esyapisalligi” tamimladigimizda,
son iki siralamanin esyapisal olduklarini sdyleyecegiz.

Simdi X’in ti¢ elemani oldugunu varsayalim. O zaman, X
tzerine 19 tane degisik ama sadece 5 tane “gercekten degisik”
yani “egyapisal olmayan” siralama vardir.

SRS

bogsiralama, bunlardan bunlardan bunlardan  bunlardan
bunlardan 6 tane var da 6 tane 3 tane var 3 tane var
1 tane var var

Eleman sayis1 dorde cikarsa siralama sayisi ¢ok artar. Bun-
larin sayisini bulmay1 okura birakiyoruz.

Sonlu siralama o6rneklerini saymazsak, yukarda bes sirala-
ma ornegi verdik. Ilk ikisi ve sonuncusunda dogal sayilar: ii¢
degisik bicimde siraladik: (N, <), (N, <), (N, I). Birincisinde do-
gal siralamay1 aldik. Ikincisinde dogal siralamay: ters cevirdik.
Sonuncusunda ise siralamayi bolunebilirlikle tanimladik. Go-
ruldigi gibi aymi kiime degisik bicimlerde siralanabiliyor.

Son dort ornekte de goriilebilecegi gibi illa iki farkl ele-
mandan birinin digerinden kiigiik olmasi gerekmiyor. Bu du-
rum ilk iki 6rnekte zuhur etmiyor; bu siralamalarda birbirin-
den farkli herhangi iki elemani karsilastirabiliyoruz.
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Matematiksel Tanim. Ustiinde bir siralama tanimlayacagi-
miz kiimeye X diyelim. X’in elemanlarini bir bi¢imde sirala-
mak istiyoruz. Illa birinci, ikinci diye degil, ciinkii X te birinci
ya da ikinci olmayabilir.

Siralama dedigimiz sey, X’in bazi elemanlarinin X’in baz
elemanlarindan daha kiigiik (ya da daha biiyiik) olduklarini
buyurmaktir. Oylesine bir buyruk degil ama... Bu buyrugun su
iki ozelligi saglamasi gerekir:

S1. Hicbir eleman kendinden kiiciik olamaz.

S2. Eger x, y’den kiiciikse ve y de z’den kiiciikse, o zaman
x, 2’den kiiciik olmalidir.

Bu iki 6zelligi saglayan ikili bir iligskiye szralama denir.

Eger “x, y’den kiciiktiir” ifadesini x < y olarak kisaltirsak,
o zaman yukardaki S1 ve S2 kosullari su bi¢cimde yazilirlar:

S1. Hi¢bir x € X icin x < x olmaz.

S2. Her x, vy, z € X icin, efer x <y ve y < g ise, x < 2’dirl.

Dikkat ederseniz herhangi iki elemanin kargilastirilabilece-
gini soylemiyor siralama kosullari, yani x’in y’den kiigiik olma-
dig1, y’nin de x’ten kiiciik olmadigi x # y elemanlari olabilir. Bu
yuzden bu kosullari saglayan bir siralamaya kimi zaman kismi
swralama dendigi de olur.

Herhangi iki elemanin kargilastirilabildigi bir siralamaya,
yani S1 ve S2 disinda,

S.Herx,y e Xicinjyax<yyay<xyadax=y
kosulunu saglayan bir siralamaya tamsiralama denir. Yazinin
basinda verdigimiz ilk iki 6rnek birer tamsiralamadir, son ti¢ 6r-

nek ise tamsiralama olmayan kismi siralamalardir ¢inkii son ti¢
ornekte karsilastirilamayan (ve esit olmayan) elemanlar vardir.

1 S1 ozelligine sahip bir ikili iliskiye yansumasiz iligki denir. S2 6zelligine sahip
bir ikili iligkiye ise geciskenli ya da gegisli iliski denir, bkz. [SKK].
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Tamsiralamalar1 daha sonraki bolimlerde daha ayrintili
olarak konu edecegiz.

Bir siralamada < yerine kimi zaman < (dordinct 6rnekte
oldugu gibi), <, C, < gibi bagka imgelerin kullanildig1 da olur.
Ornegin dogal sayilar1 tersten siraladigimiz ikinci 6rnegimizde
“dogal siralama”yla karismasin diye < yerine < imgesini kul-
lanmistik. Gene dogal sayilari siraladigimiz beginci 6rnegimiz-
de siralama bolinebilirlige gore tanimlandigindan, < yerine |
imgesini kullanmak yerinde bir karard.

Eger bir siralamada x < y ise, y’nin (bu siralama igin) x’ten
daba biiyiik oldugunu soyleriz.

Bir siralamada hem x, y’den hem de y, x’ten kiiciik olamaz,
cinkii 0 zaman S2’de z = x alarak, x < x buluruz ki bu da S1’le
celigir.

Eger < diye adlandirilan bir siralama verilmisse, elemanlar
arasinda esitligi de igeren ve genellikle < imiyle simgelenen iki-
li bir iligki soyle tanimlanir:

x<yox<yyadax=y. (1)
< ikili iligkisi su ozellikleri saglar:

T1. Her x € X icin x < x.

T2. Her x, v, z € X icin, eder x <y ve y < z ise, x < 2'dir.

T3. Her x, y € X icin, eger x <y vey < x ise, x =y esitligi
dogrudur.

< iligkisinin S1 ve S2’yi sagladigini varsayarak yukarida ta-
nimlanan < iligkisinin T1, T2 ve T3’ui kanitlayalim. T1 ve T2 nin
dogruluklart ¢cok bariz. T3t kamitlayalim. x <y ve y < x olsun.
Eger x # vy ise, < iligkisinin tanimina gore x < y ve y < x olur. Bun-
dan ve S2’den x < x ¢ikar, ki bu da S1’le celisir.

Eger bir X kiimesi tizerine yukardaki T1, T2, T3 o6zellikle-

x<yox<yvex#y (2)
olarak tanimlarsak, o zaman < iligkisi S1 ve S2 o6zelliklerini sag-
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lar, dolayisiyla bir siralama olur. Bunun kaniti ¢cok basittir ve
okura birakilmustir.

Kolayca goriilecegi tizere S1 ve S2 6zelligini saglayan bir si-
da bir esleme vardir. Birinden digeri aciklanan yontemlerle el-
de edilir. Ve agiklanan yontemler iki kez uygulandiginda basla-
< siralamasindan baslarsak ve bu siralamaya once (1), sonra da
(2) yontemini uygularsak basladigimiz < siralamasini buluruz.
Ayrica eger T1, T2 ve T3 ozelliklerini saglayan bir < iligkisin-
den baglarsak ve bu iligkiye once (1), sonra da (2) yontemini
uygularsak bagladigimiz < iligkisini buluruz.

Demek ki S1 ve S2 6zelliklerini saglayan bir siralamayla T1,
T2 ve T3 ozelliklerini saglayan bir ikili iliski arasinda pek bir
fark yoktur. Bu ytzden bundan boyle T1, T2, T3 6zelliklerini
saglayan bir ikili iliskiye de szralama diyecegiz. Eger siralamayi
<, <, <, C, < gibi bir simgeyle tanimlarsak, siralamanin S1 ve S2
ozelliklerini sagladigini, ama eger siralamay1 <, =, <, <, &, < gi-
bi bir simgeyle tanimlarsak T1, T2, T3 ozelliklerini sagladigim
varsayacagiz2.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir < siralamasinin bir
tamsiralama olmasi igin,

T.Herx,y e Xicinyyax<yyaday<x
ozelliginin saglanmasi yeter ve gerek kosuldur elbette.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir < siralamasinda eger
x <y ise, “x, y’den kiigiikesittir” ya da “y, x’ten biiyiikesittir”
diyecegiz.

Eger bir siralama verilmisse, >, 2, «, #, £, #, <, + gibi an-
lami1 bariz olan ve alisik oldugumuz simgeleri hi¢ cekinmeden
kullanacagiz. Ornegin:

2 Arife not: Kategori teorisinde bu dedigimiz dogru degildir. Eger siralama tamsi-
ralama degilse, esyap: fonksiyonlarinda sorun cikar.
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X>ySy<x
X2y ysx
x 2y < x 2y dogru degilse
x € y< x < ydogru degilse
Dikkat! Eger (X, <) bir tamsiralama degilse, x « yilla x>y
anlamina gelmeyebilir, ¢linkii x ve y karsilastirilamaz da olabi-
lirler.
Dort sayfayi asan bir 6rnek ve tanim faslindan sonra boli-
miin kalan kisminda siralamalarin bazi 6zelliklerini ve bazi si-
ralama ornekleri gosterecegiz.

2.1. Daha Matematiksel Bir Deyisle...
Siralamanin asil matematiksel tanimi soyledir. X bir kiime
olsun. A ¢ X x X,

S1. Her x € X i¢in (x, x) ¢ A,
S2. Her x, y, z € X icin, eer (x,y) € Ave (y,z) € A
ise 0 zaman (x, z) € A olur

ozelliklerini saglayan bir altkime olsun. O zaman A’ya X lize-
rine bir szralama denir ve bu siralama (X, A) olarak yazilir.

X uzerine bir ikili iliski sadece X x X’in bir altkiimesidir
[SKK, Si]. Demek ki bir siralama S1 ve S2 ozelliklerini saglayan
bir ikili iligkidir.

Eger (X, A) bir siralamaysa, sik sik (x, y) € A yerine x <y
gibi sezgilerimize daha fazla hitap eden ve daha fazla anlam
ima eden bir yazilim kullanilir. O zaman siralama (X, A) yeri-
ne (X, <) olarak yazilir.

Bu tanimdan da anlasilacag tizere, eger A = & ise S1 ve S2
ozellikleri dogru olur ve boylece hicbir elemanin hicbir elemanla
karsilastirilmadig1 bogsiralama adi verilen (X, &) siralamasini el-
de ederiz. Bossiralamaya kararsiz siralama adini da verebiliriz.
Zaten tek bir elemani olan bir kiime iizerine sadece bogsiralama
olabilir. Hayatta bogsiralamadan daha ilging siralamalar vardir.
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Aligtirma 2.1.1. X bir kiime olsun. Eger (X, A) ve (X, B) si-
ralamalarsa ve A sub B ise, (X, B) siralamasinin (X, A) sirala-
masindan daha buyiik oldugunu soyleyelim. X tizerine bir tam-
siralamanin, A’nin en biyiik oldugu (X, A) siralamasi oldugu-
nu kanitlayimn.

2.2. Eskilerden Yeni Siralamalar Tiiretmek
Bu altbolumde bir siralamadan nasil bagka siralamalar elde
edilecegini gorecegiz.

2.2.1. Bir Siralamay1 Ters Cevirmek. Ikinci 6rnegimiz olan
(N, <) siralamasinda birinci 6rnegimiz olan (N, <) siralamasini
ters ¢evirmistik, birinci 6rnekte buyiik olan elemanlar ikinci or-
nekte kiigiik olmuglardi. Genel olarak, herhangi bir siralamayi
ters cevirerek yeni bir siralama elde edebiliriz: Eger <, X kiime-
si Uizerine bir siralamaysa, x < y iligkisini y < x olarak tanimla-

c a

a c

Bir siralama ve onun ters ¢evrilmis hali

yalim; 0 zaman < de X {izerine bir siralamadir. Bu iki siralama
arasinda kaydadeger bir fark oldugunu soylemek zor, biri bilin-
di mi digeri de bilinir. Ornegin birinin en kiigiik eleman1 varsa
digerinin en buyuk elemani vardir vs.

2.2.2. Sirali Bir Kiimenin Bir Altkiimesini Siralamak. Sirali
bir X kiimesinin bir Y altkiimesi verilmigse, X’in siralamasini
Y’ye kisitlayarak Y’yi de siralayabiliriz, yani Y kiimesi X tst-
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X

Bir siralama ve bir altkiimesi

kiimesinin siralamasiyla siralanir. X’in siralamasini sadece
Y’nin elemanlarina kisitlamak yeterlidir bunun i¢in. Bu durum-
da Y’nin siralamasinin X’in siralamasindan miras kaldigi ya
da X’in siralamasinin kalintist oldugu soylenir. Ornegin Z’nin
dogal siralamasi hem Q’niin hem de R’nin dogal siralamasinin
kalintisidir. N’nin dogal siralamasi da hem Z’nin hem Q’niin
hem de R’nin dogal siralamasinin kalintisidir.
Y’nin bu siralamasina X’in altsiralamast denir.

2.2.3. Yeni Bir Eleman Eklemek. Eger bir (X, <) siralamasi
verilmigse ve a, X’te olmayan bir elemansa, X U {a} kiimesini
X’in siralamasini bozmayacak sekilde cesitli bicimlerde sirala-
yabiliriz. En kolay1 ve en ¢ok kullanim alani bulani a’y1 en te-
peye koymaktir, yani @’y1 en buiyiik eleman yapmaktir. X U {a}
kiimesinin bu siralamasinda, X’in eski diizeni aynen korunur,
bir de ayrica @’nin X’in tim elemanlarindan daha biiyiik olaca-
g1 buyrulur. Yani her x, y € X U {a} icin,

{x,y e X ve (X,<) siralamasinda x <y ya da
X<y
xeXvey=a
tanimi yapilir.

Bir sonraki sekilde X’in en tepesine eleman eklemeyi res-
mettik.

a elemani yukardaki gibi X’in tepesine eklendiginde a yerine
o yazmak fena fikir olmayabilir ama bu fikri kullanmayacagiz.
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Siralanmug bir X kiimesinin tepesine bir eleman eklemek
a’y1 X’in tepesi yerine baska bir yerine de ekleyebiliriz. Orne-
gin X’in icinde su ozellikleri saglayan U ve V kiimeleri oldugunu
varsayalim: U U V = X ve U’nun her elemani V’nin her elemanin-
dan kigiik. Simdi a’y1 U ile V arasina koyalim, yani a’y1 U’nun

<
‘V' a X U {a)

r/\V/“‘ 0

A

a’y1 U ile V arasma koymak

her elemanindan biiyiik ve V’nin her elemanindan kuguk yapa-
lim. X U {a} kiimesi tistiinde yeni bir siralama elde ederiz. Boyle-
ce a elemani diger biitiin elemanlarla karsilastirilabilir olur.

Aslinda a’y1 en tepeye koymak bunun 6zel bir halidir: Eger
yukardaki ingsada U = X ve V = & alirsak, a’y1 en tepeye koy-
mus oluruz.
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Yeni bir siralama elde etmek icin illa UL V = X esitligi sag-
lanmasi gerekmez. Bu esitlik gegerli olmadan da a’y1 U ile V ara-
sina koyabiliriz. Gene bir siralama elde etmek i¢in U ve V’nin
saglamasi gereken gerek ve yeter kosulu bulmay1 okura biraki-
yoruz.

Bunun bir bagka varyasyonu soyledir: x € X ve

V={yeX:x<ylveU={ye X:y=x}
olsun. Simdi a’nin V’nin elemanlarindan kigiik ve U’nun ele-
manlarindan biiytk oldugunu buyuralim. Boylece a’y1 x’ten he-
men sonra koymus oluruz. Bunun resmi de asagida.

X U {a}

a’y1 x’ten hemen sonra koymak

2.2.4. Iki Siralamay1 Toplamak. (U, <) ve (V, <) iki sirala-
ma olsun. U ile V’nin ayrik olduklarini, yani kesisimlerinin bos
oldugunu varsayalim. Simdi, U ve V’de varolan siralama digin-
da yeni herhangi bir siralama eklemeden U U V kiimesini sira-
Ii bir kime olarak algilayabiliriz. (U UV, <) olarak simgeleye-
cegimiz bu siralamada U’nun elemanlariyla V’nin elemanlari
birbirleriyle kiyaslanamazlar.
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Eger U ve V kumeleri ayrik degillerse ve illa U ve
V ile yukardaki insayir yapmak istersek, once bu iki
kiimeyi bir bi¢cimde “ayriklagtirmak” gerekir. Bunun
standart yolu U yerine U x {0}, V yerine V x {1} yaz-
maktir. Ayrica U ve V’nin siralamalarini bozmadan
U x {0} ve V x {1} kiimelerine taginir. Eger bu ¢ok
mesakkatli geliyorsa, V’nin elemanlarina (U’nunkile-
re degil!) v yerine v’ adimi verilir. U = V = N duru-
munda bunun resmini yanda yaptik.

U U V bilesimini (kiimeler hala ayrik) soyle de si-
ralayabiliriz. U ve V’nin varolan siralamasini kabulle-

N
[}

“n
“

N
N

[0}
(O8]

o
b

—_
—_

NUN

nip ayrica U'nun her elemanini V’nin her elemanindan kiiciik
addedebiliriz. U U V ktimesi tizerindeki bu siralamaya U + V

olarak gosterilir. Resmi asagida.

\4

/N AA

i

A

U ve V siralamalan U+V

N + N siralamasi 6nemlidir. Asagida bu siralamay1 goster-
dik, ancak yerden kazanmak icin N + N siralamasini asagidan
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yukariya degil, soldan saga yazdik. Zaten ilerde de elemanlari
kugiikten buiytige yazarken soldan saga yazacagiz.

2.2.5. Fonksiyonla Siralama. (Y, <) bir siralama, X bir ki-
me ve f : X — Y herhangi bir fonksiyon olsun. X iizerine su <

x1 < xy & flxg) < flxy)
olsun. Bu, kolayca kanitlanabilecegi tizere X tizerine bir sirala-
ma tanimlar.

Dikkat: Tanimi

x1 Sxp & flxg) < flxy)
olarak yapsaydik, eger f birebir degilse, bu tanim bir siralama
tanimlamazdi; ¢iinkii x; # x,, i¢in f(x;) = f(x,) olursa, o za-
man, x; < x, ve x, < x4 olur ama x; = x, olmaz.

Ornek 2.2.5.1. E bir kiime olsun. X, E’nin sonlu altkiime-
leri kiimesi olsun. xq, x, € X i¢in,
X1 < Xy < lxql < Ix,
iligkisi (lxl, x altkimesinin eleman sayisidir) X tzerine bir sira-
lama tanimlar. Bu siralama (X, <) siralamasindan daha “ince”
bir siralamadir ¢iinkii eger x; < x; ise x; < x,’dir. E = {1, 2, 3}
durumunda her iki siralamanin resmi asagida.

{0,1,2) = E

Ornek 2.2.5.2. X = Z olsun. xq, x, € Z igin,
x1 C xy < Ixyl < Ixyl
iligkisi (lxl, x sayisinin mutlak degeridir) Z tizerine bir siralama
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tanimlar. Resmi asagida olan ve buyukligiin mutlak degere go-
re ol¢uldugi bu siralamaya gore, ornegin, —3, 2’den daha bu-
yuktir, yani 2 C —3’tiir. Ama bu siralamada, mutlak degerleri
ayni olan sayilar kargilagtirilmaz.

7 ——»

N
-6 6 6
-5 5 5
—4 4 4
-3 3 3
-2 2 2
-1 1 1
0

0

2.2.6. Alfabetik Siralama. En ¢ok kullanilan ve en yararh si-
ralamalardan biridir. (X, <) ve (Y, <) birer siralama olsun. X x Y
kartezyen ¢arpimi tizerine su siralamayi koyalm: x4, x, € X,
Y1, ¥2 € Yigin,

(x1, ¥1) < (%2, ¥2)
ancak ve ancak
xy<x,yadax;=x,vey; <y,
ise. Bunun S1 ve S2 kosullarini saglayan bir siralama oldugu-
nun kanitin1 okura birakiyoruz. (Mutlaka yapilmali!) Bu sira-
lamaya alfabetik siralama adi verilir.

Neden alfabetik siralama dendigi anlasilmis olmali: Once
ilk koordinata (ilk harfe!) gore siraliyoruz. Sonra ikincisine go-
re... Ugiincii harfimiz olsaydi, bu siralamaya devam edebilirdik.

Bu siralamada bir (x, y) ¢iftinin yerini saptamak icin once
x’e bakilir. x ne kadar kiiciikse (x, y) de o kadar kiictiiktir. Eger
birinci koordinatlar esitse, o zaman ikinci koordinatlara bakilir.
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Birkag¢ ornek vermekte yarar var. (X, <) = (Y, <) = (N, <)
olsun. Bu siralamaya gore (5, 0) > (4, 100) (4,5) > (4,0) >
(3, 1000) > (2, 1) > (2, 0) > (1, §5) > (0, 600) > (0, 1) > (0, 0

olur.

—_—
N x N i1zgarasinin elemanlari saga ve yukari gittik¢e biiytrler.

Ikinci siitunun tiim elemanlar: birinci siitunun tiim elemanlarindan
daha buyuktur Ugiincii siitunun tiim elemanlari ikinci siitunun
tim elemanlarindan daha biyiiktiir.

(0, 0) bu siralamanin en kii¢iik elemanidir. Bu elemandan
bir sonra gelen eleman (0, 1)’dir. Sonra (0, 2), (0, 3) vs gelir.
Tum (0, #)’ler bittikten sonra (!) ilk gelen eleman (1, 0)’dir. Bu-
nun ardindan (1, 1), (1, 2), (1, 3) vs gelir. (1, n) tiirinden ele-
manlar bittikten sonra (2, 0) elemani gelir ve siralama boylece-
ne siirer gider.

N x N orneginde her elemandan hemen sonra gelen bir ele-
man vardir: (1, m) elemanindan hemen sonra (7, 7 + 1) elema-
ni gelir. Ayrica (7, 0) tiirinden elemanlar disinda her elemanin
hemen bir oncesi vardir: Eger m # 0 ise, (1, m)’den hemen 6n-
ce gelen eleman (n, m — 1) elemanidir.

Aligtirmalar X v
2.2.6.1. Eger X ve Y siralamalar yan-
daki gibiyse X x Y alfabetik siralamasini
bulun.
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Asagidaki aligtirmalar matematiksel ifade edilmemisseler de
okur siralamalar1 kavramaya ¢alisarak ne sorulmak istendigini
anlayabilir.

2.2.6.2. X herhangi sirali bir kiime olsun. {0, 1} kiimesini O
< 1 olarak siralayalim. X x {0, 1} alfabetik siralamasiyla X + X
siralamasinin bir anlamda “ayni1” siralama olduklarini gosterin.

2.2.6.3. {0, 1} kiimesini yukardaki gibi, N’yi de dogal sira-
layalim. N x {0, 1} siralamasiyla N siralamasi arasinda “pek
fark olmadigini” gosterin.

2.2.6.4. {0, 1} kiimesini yukardaki gibi, {a, b} kiimesi de bos-
siralansin. {0, 1} x {a, b} alfabetik siralamasiyla {a, b} x {0, 1} si-
ralamasinin ayri siralamalar olduklarini gosterin.

2.3. Siralamalarin Ozel Elemanlar:

2.3.1. En Kiiciik ve En Biiyiik Elemanlar. Bir siralamada en
kiigiik ya da en biiyiik eleman olabilecegini de olmayabilecegi-
ni de gordiik. N’nin dogal siralamasinin en kiigik elemani var-
dir ama en buyiik elemani yoktur. Bunun ters ytiz edilmisi olan
(N, <) siralamasinin en buytuk elemani vardir (0’dir) ama en kii-
ciik elemani yoktur. Z’nin dogal siralamasinin ne en kiiciik ne
de en biiyiik elemani vardir. Ote yandan (@ (E), <) siralamasi-
nin hem en kiiciik () hem de en buytik (E) eleman: vardir.

X, E’nin sonlu altkiimeleri kiimesi olsun. X’i < iligkisine
gore siralayalim, yani (X, <) siralamasina bakalim. Eger E son-
suz bir kiimeyse, bu siralamanin en buiyiik elemani yoktur, ¢iin-
ki herhangi bir sonlu A kiimesine E’den A’da olmayan bir ele-
man eklersek, A’dan daha biiyiik bir kiime elde etmis oluruz.

(Z, 1) siralamasinda 0 en buyiik elemandir ama (Z \ {0}, I) si1-
ralamasinin en buyuk eleman: yoktur.

Matematiksel tanim soyle: Bir (X, <) siralamasinin en biiyiik
elemam “her x € X i¢in x < a” 6zelligini saglayan bir a € X ele-
manidir. En kiiciik eleman benzer bi¢cimde tanimlanir. Eger A <
X ise A’nin en buytk elemani “her x € A i¢in x < a” o6zelligini
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saglayan bir a € A elemanidir. Burada @’nin A’da olmasi 6nem-
lidir. Ornegin X = R (dogal siralamayla) ve A = (0, 1) araligi ise,
A’nin en buyiik elemani yoktur. Ama A = (0, 1] ise, A’nin en bu-
yuk elemani vardir. A’nin en kiigiik elemani benzer bicimde ta-
mimlanir.

A’nin en buiyiik elemani (eger varsa) bir tanedir, ¢iinkii a ve
b, A’nin en biytuk elemanlariysa hem a < b hem de b < a esit-
sizlikleri gegerli oldugundan a = b olur.

Alistirmalar
2.3.1.1. X ve Y siralamalarinin en buyiik elemanlar: varsa,
X x Y alfabetik siralamasinin da en biiyiik elemani oldugunu
gosterin.
2.3.1.2. X x Y alfabetik siralamasinin en biyiik elemani
varsa, X ve Y siralamalarinin da en biyiik elemanlari oldugu-
nu gosterin.

2.3.2. Maksimal ve Minimal Elemanlar. A’nin maksimal
elemanlar1 her x € A i¢in x ¥ a 6zelligini saglayan a € A ele-
manlaridir. Yani a’nin A’nin maksimal elemani olmasi igin,
A’da a@’dan biytik eleman olmamali, ama yukaridakinin tersi-
ne, bu sefer A’da a ile kargilagtirilamayan elemanlar olabilir.
Burada da, bir 6nceki tanimda oldugu gibi, a’nin A’da olmasi
gerektigine dikkatinizi ¢ekerim.

maksimal elemanlar: en biiyiik eleman: a

a’ b’ C’ d! e’f
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En biiyik eleman, eger varsa, tek maksimal elemandir.
Ama asagidaki sekildeki ornekte de gortilecegi tizere maksimal
elemanlardan birkag tane olabilir.

Bir tamsiralamada en biyik elemanla maksimal eleman
arasinda fark yoktur ve bu durumda en biiyiik eleman max A
olarak gosterilir.

A’nin minimal elemanlari benzer sekilde tanimlanirlar.

Sonlu bir sirali kiimede mutlaka minimal ve maksimal ele-
manlar olmak zorundadir.

(Z \ {1}, ) siralamasinin en kiigiik elemani yoktur. Ama bu
siralamada asal sayilardan daha kiiciik eleman olmadigindan,
asal sayilar bu siralamanin minimal elemanlaridir.

2.3.3 Hemen Sonraki ve Hemen Onceki Flemanlar. (X, <)
bir siralama ve x € X olsun. Verdigimiz tiim 6rneklerde, bel-
ki son eleman diginda, her elemandan hemen sonra gelen en az
bir eleman vardi. Ornegin boliinmeyle tanimlanmis Ornek
2.0.5’te hem 4, hem 6, hem de 10 sayilar1 2’den hemen sonra
gelen elemanlar. Ama (Q, <) ya da (R, <) siralamalarinda hig-
bir elemandan hemen sonra gelen bir eleman yoktur, ¢inki
her a < b igin, 6rnegin,

a<(la+b)2<b
esitsizlikleri saglanir. ( g (E), <) siralamasinda E disinda her ele-
mandan hemen sonra gelen bir (ya da daha ¢ok) eleman vardir.

Eger x € X ise, (x, o) kiimesini

(x,0)={y e X:x <y}

olarak tanimlayalim. (Burada, oo, yepyeni bir simgedir; X’te o
diye bir elemanin olmadigini varsayiyoruz.) O zaman x’ten be-
men sonra gelen elemanlar (x, ) kimesinin en ktguk eleman-
laridir. Yani bir y € X elemani eger x < y esitsizligini saglyor-
sa ve hi¢cbir z € X i¢in x < z < y esitsizlikleri saglanmiyorsa, o
zaman y, x’ten hemen sonra gelen elemanlardan biridir. Bir
sonraki seklin agiklayaci oldugunu saniyoruz.
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@’dan hemen sonra gelen elemanlar: b, ¢, d

Eger x’ten hemen sonra gelen eleman bir taneyse, bu ele-
man x* olarak yazilir. x’ten hemen once gelen elemanlar ben-
zer bigimde tanimlanirlar.

Eger bir siralamada her a < b i¢in, a < ¢ < b esitsizliklerini
saglayan bir ¢ elemani varsa o zaman bu siralamaya yogun swa-
lama denir. Q ve R’nin dogal siralamalari yogun siralamalardir
ama N ve Z’nin dogal siralamalari yogun siralamalar degildir.
(9 (E), <) siralamasi da yogun bir siralama degildir, 6rnegin,
eger a € E ise, & ile {a} arasinda bir bagka eleman yoktur.

Yogun siralamalarda hicbir zaman bir elemandan hemen
sonraki ya da bir elemandan hemen 6nceki elemanlar olmaz.
Ama yogun bir siralamada en kiiciik ya da en buyiik elemanlar
olabilir; 6rnegin [0, 1] kapali araligi (dogal siralamayla) boyle
bir siralamadir.

2.3.4. Ustsinir ve Altsinr. (X, <) bir siralama olsun. A, X’in
bir altkiimesi olsun. A’nin tiim elemanlarindan biiyiikesit olan
X’in bir elemanina A’nin dstsinire adi verilir. Demek ki b’nin
A’nin bir ustsinir1 olabilmesi icin her a € A icin a < b esitsizli-
gi saglanmalidir. Altsinir benzer bi¢cimde tanimlanir.

Birkag 6rnek verelim. X = R (dogal siralamayla) olsun. 1 ve
1’den buyuk her gercel sayi hem [0, 1] hem de (0, 1) araliklari-
nin tstsiniridir. Ama 6rnegin R’de Z’nin tstsinirt yoktur.

(Z, 1) siralamasinda, eger A sonlu bir kiimeyse, A’daki sayi-
larin en kugiik ortak ¢arpimina boliinen her sayr A’nin bir tst-
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siniridir en kiigiik ortak ¢carpim da en kiigiik Gstsinirdir. Bu si-
ralamada sonsuz kiimelerin tstsinir1 0°dir. Ancak (Z \ {0}, |) s1-
ralamasinda, sonsuz altkiimelerin tistsinir1 yoktur.

Simdi ornek olarak (g (E), <) siralamasini ele alalim. A, B
c E olsun, yani A, B € @ (E) olsun. O zaman {A, B}, ¢ (E)’ nin
bir altkimesidir. E’nin, hem A’y1 hem de B’yi (altkiime olarak)
iceren bir altkiimesi, yani E’nin A U B’yi igeren bir altkiimesi
{A, B}’nin bir tstsiniridir. A U B de {A, B} altkiimesinin bir tst-
siniridir ve Gstsinirlarin en kugugudiir.

A U Byi igeren altkiimeler

(¢ (E), c) siralamasinda @ (E)’nin her altkiimesinin bir tst-
sinir1 vardir. E bunlardan biridir elbette. (Bir siralamanin en
buiyiik elemani her altkiimenin ustsiniridir elbette!) Eger ¢,
% (E)’nin bir altkiimesiyse, o zaman E’nin U, , A altkiimesi
ve bu altkiimenin her tstkiimesi .¢’nin bir tstsiniridir. Elbet-
te, Use A, C’nin tstsinirlarimin en kigugudr.

E Upes A kiimesini altkiime olarak iceren

E’nin B altkiimeleri kiimesi, yani .%/’nin
ustsinurlart kitmesi

2.3.5. En Kiiciik Ustsinur. (X, <) bir siralama olsun. A, X’in
bir altkiimesi olsun. A2, A’nin tstsinirlari kimesini temsil etsin:
A2={x € X:hera e Aicina<x}.
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Eger x € X icin, [x, o) kiimesini
[x,0) ={y € X:x <y}
olarak tanimlarsak,

AZ:ﬂaeA[a,oo)

olur.

A ve A’nin iistsinirlar kiimesi A%

Az kuimesinin en kii¢iik elemanina (eger varsa) A’nin en kii-
ciik distsimir adi verilir. Demek ki A’nin en kiigtik Gstsiniri, her
seyden once A’nin bir Gstsiniridir ve ayrica A’nin tim tstsinir-
larindan kictikesittir.

A’nin en kiigiik distsiniri, eger varsa, bir tanedir, ¢ciinkii hem
a hem de b, A’nin en kiiciik Gstsinirlariysa, o zaman hem a < b
hem de b < g olur, yani a = b olur.

A’nin en kicuik tstsinirt sup A olarak gosterilir. En buytik
altsinir benzer bicimde tanimlanir ve inf A olarak gosterilir.

A’nin en buyiik elemani varsa o zaman bu eleman A’nin en
kuigiik ustsiniridir. Ayrica eger A’nin en kiigiik tstsinirt varsa
ve A’daysa, o0 zaman bu eleman A’nin en buyuk elemani olmak
zorundadir.

(N, <) ve (Z, <) siralamalarinda, tstsinir1 olan ve bog olma-
yan her altkimenin en kiigtik Ustsinirt vardir, ancak ayni sey
(Q, <) siralamasi icin dogru degildir. Ornegin,

A={xeQ:x<\2)cQ
ise A’nin ustsinirlart vardir (6rnegin 5) ama A’nin en kugik
iistsinir1 yoktur, ciinkii V2 kesirli bir sayr degildir. Ote yandan,
A={xeQ:x<5}cQ
kiimesinin Q’deki en kiiciik Gstsinirt 5’tir.
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(R, <) siralamasinda tstsinirt olan ve bog olmayan her altkii-
menin bir en kiigiik tistsinir1 vardir. Bunu [SI]’de kanitladik.

(Z, ) siralamasinda, eger A sonlu bir kimeyse, A’daki sayi-
larin en kiguk ortak carpimina (ekok) boliinen her sayr A’nin
bir Gistsiniridir ve en kiigiik ortak ¢carpim bu sonlu kiimenin en
kuguik ustsiniridir. 0 her altkiimenin tstsiniridir. Sonsuz altkii-
melerin iistsinir1 0°dir. Ote yandan (Z \ {0}, |) siralamasinda
sonsuz kiimelerin en kii¢iik Gstsiniri yoktur ¢tinkii bu siralama-
da sonsuz kiimelerin tistsinir1 yoktur.

2.4. Srralamalarin Egyap1 Fonksiyonlari

(X, <) ve (Y, <) iki siralama olsun. Eger X’ten Y’ye giden

bir f fonksiyonu her x{, x, € X i¢in,

xp < xy & flxg) < flx) (1)
kosulunu sagliyorsa, yani siralamaya saygi duyuyorsa, o zaman
f’ye (siralamalarin) esyap: fonksiyonu adi verilir. Bu fonksi-
yonlara mutlak artan fonksiyonlar da denir.

Bir esyap1 gondermesi birebir olmak zorunda degildir. Orne-
gin X = {a, b} bogsiralamayla siralanmigsa ve Y = {c} ise, X ten
Y’ye giden sabit ¢ fonksiyonu yukardaki kosulu saglar ama bire-
bir degildir elbet. Asagida birebir olmayan bir baska esyap1 fonk-
siyonu Ornegi var. Bu ornekte f(a) = x <y = f(b) = f(c).

Yukardaki 6rnekten de goriilecegi tizere, bir f esyapi fonk-
siyonu, her xq, x, € X i¢in,
x1 S xy & flxg) < flxa) (2)
kosulunu saglamayabilir.
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Ote yandan (2) kosulunu saglayan bir f fonksiyonu, ki bun-
lara artan fonksiyonlar denir, birebir olmaldir. Nitekim, eger
flxy) = flxy) ise, hem f(x1) < f(x,) hem de f(x,) < f(x) oldugun-
dan, hem x; < x, hem de x, < x; kosullar1 saglanir; dolayisiyla x;
= x, olmak zorundadir. Dolayisiyla eger f fonksiyonu (2) kosu-
lunu saghiyorsa (1) kosulunu da saglar.

Bu asamada fikir degistirip bir esyap: fonksiyonundan (1)
yerine daha giiclii olan (2) kosulunu saglamasini isteyebiliriz.
Soyle de yapabiliriz: (1) kosulunu saglayanlara <-esyap: fonk-
styonu, (2) kosulunu saglayanlara <-esyap: fonksiyonu diyebi-
liriz. Demek ki <-esyap1 fonksiyonlari <-esyap1 fonksiyonulari-
dir ama bunun tersi dogru degildir. Hangisinin sézkonusu ol-
dugu bilindiginde kisaca esyap: fonksiyonu diyecegiz. (Asagida
gOrecegimiz tizere tamsiralamalarda boyle bir ayrim yapmak
gereksizdir.)

Esyap1 fonksiyonlarinin birkag 6zelligi:

a. Iki esyap1 fonksiyonunun bileskesi bir esyap1 fonksiyonu-
dur.

b. Ozdeslik fonksiyonu Idy, X’ten X’e giden bir esyapi
fonksiyonudur.

c. Eger f bir esyap1 eslemesiyse (yani birebir ve ortense), o
zaman f-! de bir egyap1 fonksiyonudur.

Bunlarin kolay kanitin1 okura birakiyoruz.

Eger X bir tamsiralamaysa, X’ten Y’ye giden bir <-esyapi
fonksiyonu birebir olmak zorundadir. Nitekim f(x;) = f(x,) ol-
sun. Eger x; < x, ise f(x;) < f(x,) olur ve bu bir ¢eliskidir. Eger x,
< x ise benzer sekilde bir celigki elde edilir. Demek ki x; = x, . Ay-
rica birebir bir <-egyap1 fonksiyonu bir <-egyap1 fonksiyonu ol-
mak zorundadir. Bunun kanitini okura birakiyoruz. Demek ki
tamsiralamalarda bu iki kavram arasinda bir ayrim yok. Dola-
yisiyla X bir tamsiralama oldugunda iki kavram ortusiir.

Esyapi eslemeleri bir siralamayi aynen kendisine benzeyen
bir siralamaya goturler, yani eger f : X — Y bir esyap1 esleme-
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siyse, X’in siralamasiyla Y’nin siralamasi, elemanlarinin adlar
disinda aynidir. Bu iki siralamanin elemanlarinin adlarini siler-
sek arada bir fark goremeyiz. Aralarinda esyapi eslemesi olan
siralamalara esyapisal siralamalar diyecegiz. Ornegin, eger f
bir esyap1 eslemesiyse,

a) X’in bir en kugiik elemani varsa ve bu eleman a ise, Y’nin
de en kiigiik elemani vardir ve bu eleman f(a)’dir.

b) x’in bir sonraki elemani varsa f(x)’in de bir sonraki ele-
mani vardir ve f(x+) = f(x)* esitligi saglanir.

c) Her x € X icin f(x, ) = (f(x), o) esitligi saglanir.

d) Eger A < X ise ve sup A varsa, sup f(A) da vardir ve
f(sup A)’ya esittir.

Eger X = Y ve siralamalar ayniysa, esyap: eslemesi yerine
ozyapt eslemesi denir. Basit bir 6rnek olarak asagidaki sirala-
manin 6zyapi eslesmelerini bulalim.

1 ve 1’ elemanlarini sabit tutarak ama 3, 6 ve 7 elemanlarini,
3 ve 4 elemanlarini, 57, 6’ ve 7' elemanlarini, 3', 4’ elemanlarinm
kendi aralarinda diledigimiz gibi degistirerek

3! x 2! x 3! x2! =144

tane esyapi eslesmesi elde ederiz. Ayrica sagdaki ve soldaki par-
calar1 tahmin edilebilecegi bicimde (7’yi 7’ elemanina ve 7’ ele-
manini 72’ye yollayarak, bu eslesmeye t diyelim) degis tokus ede-
biliriz. Boylece toplam 144 x 2 = 288 tane esyapi eslesmesi elde
ederiz. Bagka da esyap1 eslesmesi yoktur. Bunu kanitlayalim. o,
boyle bir esyapi eslesmesi olsun. O zaman ¢, X’in minimal ele-
manlarmi yani 1 ve 1’ elemanlarini gene X’in minimal elemanla-
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rina gonderir. Eger (1) = 1’ ise, ¢ o t de bir egyap1 eslesmesidir
ama bu kez bu yeni eslesme 1 ve 1’ elemanlarini sabitler. Gere-
kirse ¢ yerine ¢ o 1 eslesmesini alarak ¢’nin 1 ve 1’ elemanlarini
sabitledigini varsayabiliriz. Bu kogullari saglayan bir ¢’nin yu-
kardaki 144 eslesmeden biri olacagi malum.

Eger (X, <) ve (Y, <) siralamalar1 arasinda bir esyap esle-
mesi varsa, o zaman (X, <) ~ (Y, <) ya da (eger siralamalar bi-
liniyorsa ya da ¢ok barizse) kisaca X ~ Y yazilir.

Simdi birkag siralamanin 6zyap1 eslesmelerini bulalim.

Teorem 2.1. (N, <) siralamasimin bir tek 6zyapi eslesmesi
vardir: Idy ozdeslik fonksiyonu.

Kanit. f bir esyapi eslesmesi olsun. f, en kiigiik eleman olan
0’1 gene 0’a gondermelidir. Timevarimla f’nin 7’yi n’ye gittigi-
ni varsayarsak,

fn+) = f(n)* = n*

olur (neden?) ve boylece f’nin her elemani sabitledigi kanitla-
nir. Yani f = Idy/ dir. ]

Teorem 2.2. (Z, <) siralamasimin 6zyap: eslesmeleri belli bir
n e Zigin f,x = x + n esitligini saglayan f, fonksiyonlaridir.
Kanit: Her f, fonksiyonunun artan bir eglesme (yani 6zya-
p1 eslesmesi) oldugu belli. Simdi f : Z — Z artan bir eslesme ol-
sun. f(0) = 7 olsun. x tizerine tiimevarimla, her x € N i¢in f(x)
= x + n egitligi soyle kanitlanir:
flx+1)=fxt)=flx)r=(x+n)r=(x+n)+1=(x+1)+n.
Benzer sekilde (x+ yerine x~ kullanarak) her x € Z\ N i¢in f(x) =
x + n esitligi kolaylhkla kanitlanir. O

(Q, <) siralamasinin ¢cok 6zyapi eslesmesi vardir. Asagidaki
sekilden anlasilacag tizere, her
A= {ﬂl, ans A3y oo } c N\ {O}
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altkiimesi i¢gin, (Q, <) siralamasinin ayr1 bir 6zyap1 eslesmesi
bulunabilir.

Teorem 2.3. X herhangi bir kiime olsun. ¢ (X), X’in altkii-
meleri kiimesi olsun. Her { : X — X fonksiyonu icin
o p(X) > 9(X)
fonksiyonunu, her A € @ (X) icin,
9¢(A) = f(A) = [f(a) : a € A}
olarak tamimlayalim. ¢y, (o (X), <) siralamasimn bir 6zyap: es-
lesmesidir, yani her A, B € P(X) icin,
Ac B ¢(A) ce(B)
olur. Ayrica her ¢ : p(X) - @(X) ozyap: eslesmesi, belli bir
{: X > X eslesmesi icin, ®;ye esittir.

Kant: i. Once ¢(@) = @ esitligini kanitlayacagiz. ¢(A) = @ ol-
sun (¢ orten oldugundan boyle bir A var.) A’nin herhangi bir B
altktimesini alalim. Verilen kosuldan dolay1, ¢(B) < ¢(A) = &, ya-
ni ¢(B) = &. Demek ki ¢(B) = & = ¢(A). Bundan da, ¢ birebir ol-
dugundan, B = A ¢ikar. A’nin bir tek altkiimesi oldugunu kanit-
ladik. Demek ki A = &.

ii. Simdi, tek elemanli kiimelerin tek elemanl kiimelere gitti-
gini gosterecegiz. A = {x} olsun. B, ¢(A)’nin bir altkiimesi olsun.
C, ¢(C) = B esitligini saglasin (¢ orten oldugundan, boyle bir C
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vardir.) Demek ki ¢(C) = B < ¢(A). Soruda verilen kosuldan do-
lay1 C ¢ A. Ama A tek elemanli bir kiime. Dolayisiyla ya C = &
ya da C = A. Sonug olarak,

va B = 9(C) = 0(J) = D ya da B = ¢(C) = p(A).
Demek ki ¢(A)’nin sadece iki altkiimesi var: & ve @(A). Dolayi-
siyla @(A) tek elemanli bir kiimedir.

iii. Eger x € X ise, ¢({x}) kimesinin tek elemanli oldugunu yu-
karda kanitladik. ¢({x}) kimesinin o tek elemanina {(x) diyelim:
o(fx}) = {(x)}.

Boylece X’ten X’e giden bir { fonksiyonu tanimlamis oluruz.

Egera e A c Xise, {a} < A, dolayisiyla {{(a)} = ¢({a}) = p(A)
ve f(a) € @(A). Demek ki f(A) < ¢(A). Daha esitligi bilmiyoruz.

¢ birebir oldugundan, {’nin de birebir oldugu kolaylikla ka-
nitlanir. Ote yandan daha {’nin 6rten oldugunu da bilmiyoruz.

iv. Simdi {’nin orten oldugunu kanitlayacagiz. a € X olsun.
A = {a} olsun. X’in B altkiimesi @(B) = A esitligini saglasin (¢ or-
ten oldugundan boyle bir B vardir.) B’nin tek elemanl bir k-
me oldugunu kanitlayacagiz. Soruda verilen kosuldan ve ¢’nin
birebir olmasindan dolay:r B’nin sadece iki altkiimesi vardir:
Eger C < B ise, ¢(C) < ¢(B) = A = {a}, yani ya ¢(C) = D = ¢(D)
ya da ¢(C) = A = ¢(B), yani (¢ birebir oldugundan) ya C = J ya
da C = B. Iki altkiimesi olan kiimeler tek elemanl kiimeler oldu-
gundan B’nin tek bir elemani vardir. Eger b € B ise,

{1(0)} = o({b}) = 9(B) = A = {a}
ve f(b) = a. Demek ki { 6rtenmis. Simdi artik {’nin bir eslesme
oldugunu biliyoruz.

v. Artik, her A ¢ X icin, f(A) = ¢(A) esitligini kanitlayabiliriz.
iii’te f(A) < @(A) iliskisini kanitladik. b € @(A) olsun. f(a) = b esit-
ligini saglayan a elemanini alalim (iv’te {’nin 6rten oldugunu
kanitlamustik.) o({a}) = {{(a)} = {b} < (A) oldugundan, soruda ve-
rilen kosuldan dolayi, {a} € A, yania € A, yani b = {(a) € {(A).
Demek ki ¢(A) < {(A).
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Simdi artik, her A < X icin, @(A) = {(A) esitligini biliyoruz.
Yani ¢ = @y. (]

Simdi de su ilging soruya yanit arayalim: Ya bir onceki te-

oremde

her A, B e P(X) icin A B < o(A) < ¢(B)
kosulunu

her A, B e P(X) icin A B = ¢(A) < ¢(B)
kosuluyla degistirirsek ne olur? Bu son ozelligi saglayan

0: p(X) > p(X)

eslesmelerine yari-ozyapr eslesmesi diyelim.

Teorem 2.4. (o (X), ) stralamasmun yari-6zyapi eslesmele-
ri Ozyapt eslesmeleridir.

Kanit: ¢ : 9(X) > @(X) bir yari-6zyap1 eslesmesi olsun.
¢@’nin bir {: X — X eslesmesi tarafindan belirlendigini kanitla-
yacagiz. Cesitli asamalardan gegecegiz.

Sav 1. ¢(J) = &.

Kanit: A ¢ X altkiimesi ¢(A) = & esitligini saglasin. Soruda
verilen kosula gore A’nin her altkiimesi bogkiimenin bir altkii-
mesine denk diiger. Demek ki A’nin sadece bir altkiimesi var-
dir. Bundan da A’nin bogkiime oldugu anlasilir.

Sav 2. ¢(X) = X.

Kanit: A ¢ X altkiimesi @(A) = X esitligini saglasin. O za-
man A’y1 iceren her altkiime, ¢ altinda, X’i iceren bir altkiime-
ye, yani X’e gitmek zorunda. Demek ki A’y1 igeren tek bir k-
me vardir, dolayisiyla A = Xtir.

Sav 3.y € X olsun. A < X altkiimesi, ¢(A) = {y} esitligini
saglasin. O zaman A’nmin tek bir elemani vardir.
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Kanit: Soruda verilen kosula gore, A’nin her altkiimesi {y}
kiimesinin bir altkiimesine denk diiger. Demek ki A’nin en faz-
la iki altktimesi vardir. A’nin tek bir altkiimesi olsaydi, A = &
olurdu ve, Sav 1’e gore, {y} = ¢(A) = ¢(J) = D olurdu, ki bu bir
celiskidir. Demek ki A’nin iki altkiimesi vardir. Bundan da
A’nin tek elemanli oldugu anlagilir.

U kiimesini soyle tanimlayalim:

U= {x € X: ¢({x}) tek bir elemanl kiime}.

Simdi de {: U — X fonksiyonunu tanimlayalim: Eger x € U
ise, ¢({x}) = {{(x)} olsun. Sav 3’e gore, {’nin, U’dan X’e giden
bir esleme oldugu bariz. Once U'nun X’e esit oldugunu, sonra
da ¢’nin { : X > X eslesmesi tarafindan verildigini kanitlaya-
cagiz.

Sav4.y e X olsun. x € U elemam {(x) = y esitligini sagla-
sin. O zaman o(X \ {x}) = X \ {y} esitligi gecerlidir.

Kanit: A < X altkiimesi @(A) = X \ {y} esitligini saglasin.
A’y1 iceren her altkiime, ¢ eslesmesi altinda, X \ {y} kiimesini
iceren bir kiimeye denk diiser. Demek ki A’y1 igeren en fazla iki
altkiime vardir. Sav 2’ye gore A # X. Dolayisiyla A’y1 iceren
tam iki altkime vardir. Bu da, A’nin, belli bir x € X i¢in, A =
X\ {x} olmasi demektir.

z € U, {(z) = y esitligini saglasin. Eger z # x ise olacaklari
gorelim: Her seyden once {z} < X\ {x}. Demek ki

v} = {t(x)} = o({z}) < (X \ {x}) = X'\ {y},
yani y € X \ {y}, bir celiski. Dolayisiyla x = z € U ve f(x) = y.

Sav 5. Eger A c X ise, f(A n U) c ¢(A) c {(A° n U)-.

Kanit: A < X olsun. @ € A n U olsun. O zaman, {a} < A ve
a € U oldugundan, {f(a)} = o({a}) < ¢(A). Demek ki f(a) e
¢@(A). Bundan da {(A n U) < ¢(A) ¢ikar.

Simdi a € A€ N U olsun. O zaman, A < X\ {a} oldugundan
ve a € U oldugundan, bir 6nceki sava gore,
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o(A) c (X \ {a}) = X\ {f(a)}.
A)¢. Bundan da

Sav 6. Eger A < X ise, o(A) = f(A n U).

Kanit: f(Acn U)¢ = f(U\N (AN U))€=(fU)\ f(An U=
(X\ (A nU))E = f(A N U) esitliginden ve Sav 5’ten istedigimiz
cikar.

Artik istedigimizi kanitlayabiliriz. Sav 6’da A = X alirsak,
o(X) = (XN U) =X U)= o)
cikar, yani X = U. Demek ki U = X ve gene yukardaki sava gore
o(A) = f(AnU) = {(An X) = {(A).
Kanitimiz bitmistir. [l

Alistirma. P, N’nin asal sayilari kiimesi olsun. (N, ) sirala-
masimin tiim 6zyapt eslesmelerini bulun.
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u boliimiin konusu kesirli sayilarin bildigimiz (Q, <) si-

Bralama51d1r. Burada sozu edilen < esitsizligi ilkokuldan
beri dsina oldugumuz esitsizliktir; 6rnegin 2/3 < 4/5.

Daha sonra matematiksel olarak ifade edecegimiz su olgu-

yu kanitlayacagiz:

(Q, <) stralamasimin birazdan agiklayacagimiz bazi ozellik-
lerine sabhip siralamalar “aynen ama aynen” (Q, <) siralamasi-
na benzeyen siralamalardir.

Bir bagka ama gene edebi bir deyisle, (Q, <) siralamasi bi-
razdan siralayacagimiz birkag ozelligi tarafindan betimlenebi-
lir/karakterize edilir.

(Q, <) siralamasinin 6ziinii karakterize eden bu ‘bazi 6zel-
likleri’ birazdan siralayacagiz. “Aynen ama aynen benzemek”i
Altbolim 2.4’te tanimladigimiz “esyapisal olmak” anlamina
kullandik. Gene de esyapisalligi bu bolumde bir kez daha ta-
nimlayacagz.

Once (Q, <) siralamasini karakterize edecek olan énemli
ozelliklerini teker teker yazalim.

Her seyden once (Q, <) bir szralamadar, yani,
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(1) Hig bir x icin, x < x dogru degildir.

(2) Her x, vy, z icin, eger x <y ve y < Z ise, 0 zaman x < 2’dir.

(Q, <) yalnizca bir siralama degil, ayrica bir tamsiralama-
diwr da: Herhangi iki kesirli say1 birbiriyle kiyaslanabilir:

(3) Her x, y icinyyax <yyax =1yyaday<x.
Bunun sonucu olarak kesirli sayilar1 bir dogru tistiinde tem-

sil edebiliriz. Matematikgiler arasinda yapilan sozsiiz bir anlas-
ma geregi, soldaki sayilar sagdakilerden daha kucuiktir.

=52 -6/7 -1/3 0 18/7

(Q, <) siralamasinin temsili. Mesafeler korunmamig
olabilir ama siralama korunmustur.

Ayrica (Q, <) yogun bir siralamadir: Herhangi iki kesirli sa-
y1 arasinda tigiincti bir kesirli say1 vardir, daha matematiksel
bir dille,

(4) Her x <y icin, x < z <y esitsizliklerini saglayan bir z vardar.

Ornegin z = (x + y)/2 kesirli saysi x’le y arasindadir.

En az iki elemani olan bir yogun siralama sonsuz olmak zo-
rundadir elbette. Ote yandan (Z, <) siralamasi sonsuzdur ama
yogun degildir.

(Q, <) siralamasinda ne en kiigiik ne en biiyiik eleman var-
dir, yani her kesirli sayidan daha buyiik bir kesirli say1 ve her
kesirli sayidan daha kiigiik bir kesirli say1 vardir:

(5) Her x icin, x < vy esitsizligini saglayan bir y vardir.

(6) Her x icin, y < x egitsizligini saglayan bir y vardir.

(5Vtey=x+1,(6)da y = x — 1 alabiliriz.

Son iki 6zelligi saglayan siralamalara u¢suz siralamalar de-
nir. Ornegin, gercel sayilar kiimesi R, pozitif kesirli sayilar kii-
mesi Q>0, (0, 1) gercel araligi ve [-V2, V2] n Q kiimeleri dogal
siralamayla birlikte ugsuz ve yogun siralamalardir. Ote yandan
[V2, V2] gercel say1 araligi ugsuz degildir.
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Q kiimesinin bir 6zelligi daha vardir:
(7) Sayilabilir sonsuzluktadir.

Yani kesirli sayilar1 0, 1, 2, 3, 4, ... diye dogal sayilar1 kul-
lanarak koyun sayar gibi hicbirini atlamadan teker teker saya-
biliriz; her kesirli sayiy1 dogal sayilarla numaralandirabiliriz
[SKK]. Ote yandan, gercel sayilar kiimesi R sayilabilir sonsuz-
lukta degildir, elemanlari teker teker dogal sayilarla sayilamaz.

Yukardaki (1-7) ozelliklerini saglayan (X, <) yapilarina #u¢-
suz, yogun ve sayilabilir tamsiralamalar denir. Ornegin (Q, <)
bu tiir siralamalardandir.

Simdi bu 7 6zelligin (Q, <) yapisini (hemen asagida tanim-
layacagimiz anlamda) karakterize ettigini gosterecegiz. Kanita
ge¢meden Once, “karakterize etmek”i hangi matematiksel an-
lamda kullandigimizi soylemeliyiz.

(X, <) ve (Y, <) siralamalar1 verilmis olsun. Demek ki her iki
yapi da (1) ve (2) ozelliklerini sagliyor. f : X — Y, her x4, x, €
X i¢in,

xp < xy & flxg) < flxy)
ozelligini saglayan bir esleme olsun. Boyle bir f fonksiyonuna
esyapt eslemesi (ya da izomorfi ya da izomorfizma) ad verilir
ve bu durumda X ve Y’nin esyapisal olduklari soylenir ve
(X, <) = (Y, <)
ya da eger siralamalar biliniyorsa kisaca X ~ Y yazilir.
Simdi artik kanitlamak istedigimiz teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.1. Ugsuz, yogun ve sayiabilir herbangi iki tamsi-
ralama esyapisaldir.

(Q, <) siralamasi ugsuz, yogun ve sayilabilir oldugundan,
teoremden, her ugsuz, yogun ve sayilabilir siralamanin (Q, <)
siralamasiyla esyapisal oldugu cikar.
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Ornekler. Teoremi kanitlamadan énce ugsuz, yogun ve sa-
yilabilir siralamalara 6rnekler verelim ve bu siralamalar arasin-
da esyapi eslemesi bulalim.

1) En bilineni: (Q, <).

2) Pozitif kesirli sayilar kiimesi @Q>0, dogal siralamayla.
Bundan sonraki tim 6rneklerimizin siralamasi dogal siralama
olacagindan, sadece kiimeyi yazmakla yetinecegiz.

3) Negatif kesirli sayilar kiimesi Q<0.

4) Sifir olmayan kesirli sayilar kiimesi Q.

5) Qu {m}.

6) (N2, ) Q yam (V2, ©) N Q kiimesi.

7) (0 V2 0,V2) N Q.

8) (0, 1)q (0, 1)nQ

—V2, xlz)@ = (—V2,V2) n Q.

Teoreme gore bu siralamalarin herbiri egyapisal olmali, ¢tin-
ki herbiri ugsuz, yogun ve sayilabilir sonsuzluktadir. Bu sirala-
malar arasinda esyapi eslemeleri bulalim. Orneklerimiz eglendi-
rici ve Ogretici olmasaydi, hi¢ boyle bir zahmete girmezdik.

(2 = 3). Once ikinciyle iigiinciiniin esyapisal oldugunu gos-
terelim. Su iki eslemenin bileskesini alalim:

Q0 - Q0 - Q<0

x B 1/x — -1/x
Her ikisi de siralamayi ters ¢evirdiginden (yani azalan fonksi-
yonlar olduklarindan) bilegkeleri siralamay1 korur. Bu esyap1

eslemesine f,3 diyelim:
fa3(x) = =1/x.
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(3 ~ 8). Simdi ugunciyle sekizincinin esyapisal oldugunu

gosterelim. Asagidaki eslemeleri takip edelim:
0, 1)g = (1, 0)g = (-0, -1)g - Q<0
x —» 1/x - -l/ix B —1/x+1

Birinci ve ikinci esleme siralamayi ters gevirir, tiguncusu korur,
dolayisiyla tigiiniin bilesimi siralamayi iki kez ters gevirerek si-
ralamay1 korur.

Bu egyapi eslemesine fg3 diyelim:

fe3(x) =—1/x + 1.

Gormek isteyen igin fg3 fonksiyonunun grafigi asagida.

! |

fg3(x) = =1/x+1

(1~2). Qile Q>0 siralamalari arasinda bir esyap1 eslemesi bu-
lacagiz. Q ve Q>0 kiimelerini soyle uygun bi¢cimde pargalayalim:
Q=Q<0u @0~ (0,1)q U [1, 0)g = Q0.

(LI simgesi, U gibi bilesim anlamina gelir, ancak, ayrica, bilegi-
mi alinan kiimelerin ayrik oldugunu soyler.) Simdi bu parca-
lanmaya bakarak, Q ile Q>0 siralamalar1 arasinda bir f;, esya-
p1 eslemesi bulunabilir:

1
1-x

x+1 eger x>0 ise

Bu esyap1 eslemesinin grafigi bir sonraki sayfada.

eger x <0 ise

fral) = B3
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1
fialx) = 1/(1—x) [ =x+1

0

(7 = 8). Once, herhangi iki kesirli a < b sayis1 icin, (0, 1)g
~ (a, b)q esyapisallig1 gosterelim:
0, 1)g = (0,b-a)g — (a, b)g
x = (b-ax = (b-ax+a
Boylece, (0, 1)q ile (a, b)q siralamalari arasinda siralamay1 ko-
ruyan bir egleme elde etmig oluruz. Bundan da hera < b ve c < d
kesirli sayilari igin,
(d, b)Q ~ (C, d)Q ve [(1, b)Q = [C, d)@
esyapisalliklari ¢ikar.

s
d

4

a b
[a, b] ~ [c, d]

Siralamay1 koruyan bir eslesmeyi soyle de gosterebiliriz:

a m b

Simdi, n € N\ {0} i¢cin, a, = 1 — 1/(n+1) olsun. (a,,), artarak
1’e yakinsayan bir kesirli sayilar dizisidir. (b,), de artarak
V2’ye yakinsayan bir kesirli sayilar dizisi olsun. Ornegin b,,’yi
V2’nin ilk # basamag olarak alabiliriz, o zaman,
V2 =1,41421713562373...
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oldugundan,
by =0
by =1
b, = 1,4
by = 1,41
b, = 1,414
bs = 1,4142

olur. Biraz yukarda gordigumiz tizere, her n € N igin,

[ana an+1) [b bn+1)
Bu esyapisalligi gergeklestiren fonksiyona f,, diyelim:
fn : [an’ an+l)Q - [bm bn+1)Q'
$imdi,
[0, l)Q = |—|n eN [ana an+l)Q
ve
[0, \/2)(@ = |—|n eN [b bn+1>
esitliklerinden yola ¢ikarak f, fonksiyonlarini yapistirsak,
f:10, 1)g = [0,V2)q
esyapi eslemesini elde ederiz. f’nin blglmsel tanimi goyle:
f(X) = fn(-x) eger x € [ans an+l)Q ise.
f fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

A
V2
by £
bZ £ J/;/
b,

fy
O »
ajya, ay 1

(6 ~ 8 ~ 9). Benzer bicimde kanitlanirlar. Alistirma olarak
okura birakilmistir.

(1 ~ 4). Daha once kanitladigimiz esyapisalliklar ve benzer-
lerinden,
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Q =~ (0, 2)q (1=~38)
= (0,V2)g U (V2, 2)q
~ (0, 1)g U (1, 2)q (8~7)
~ Q<0 u Q>0 =Q* (7=2)
cikar.
(1 =~ 5). Daha once kanitladigimiz esyapisalliklar ve benzer-
lerinden,
Quin} ~Q" U {n} (1=2)
- Q<O Ll Q>O LI {TC}
~ (-, T)g U {n} L (m, ©)q (3=~6)
=Q
bulunur.

Yazimnin geri kalan kisminda teoremi kanitlayacagiz. Kanitin
yontemine gelgit yontemi adi verilir.

Teoremin Kamti. Siralamalar (X, <) ve (Y, <) olsun. X ve Y
sayilabilir olduklarindan, X ve Y kiimelerinin elemanlarinin € N
icin, x,, ve y,, olarak “sirayla” yazabiliriz. Burada, n # m icin
X, # X,, Ve y,, # V,, varsayimlarin1 yapiyoruz.

X ve Y’nin elemanlarinin numaralandirilmalari birbirleriy-
le ilgisiz olabilirler. X’ten ilk alt1 eleman alalim. Y’den de rast-

x4 xl XO x5 X3 x2
——0 00— 00— (X,<

—eo0o 00— —0 (V.9
Y12Y6 Yo Vs Vs 321
gele alt1 eleman alalim. Bu elemanlarin dizilisi yukardaki sekil-
deki gibi olabilir. Dikkat ederseniz ilk alti eleman i¢in siralama-
lar birbirlerine benziyorlar ¢iinkii ne de olsa altisar elemani
olan iki tamsiralamadan s6z ediyoruz.
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X4 Y12

X1 Y6

X0 = Yo

X5 Vs

X3 Ys

X2 =Y
eslemesi bu iki sonlu siralama arasinda bir esyapi eslemesidir.
Bu tiir eslemelere kismi esyapr eslemesi denir.

Simdi bir sonraki eleman olan x¢’ya ve x;’nin x, x1, x5, x3,

X4, X5 elemanlarina gore pozisyonuna bakalim. x4 bu alti ele-
man tarafindan belirlenen 7 araliktan birinde olmali. Diyelim
x¢'nin yeri soyle:

'/xe
Xy X Xy Xs X3Xy

(X, <)

(Y, <)
Y12Y6 Yo Vg Vs Y1

Y’nin,
Y12<YV6<Yo<Y8<Ys <M1
elemanlarina gore pozisyonu, X’te x4’ nin
X4 <X1<Xpg<X53<X3<Xp
elemanlarina gore pozisyonuna benzer olan bir y elemani bulabi-
lir miyiz? x4 elemani x5 ile x5 arasinda oldugundan, Y’de yy ile y;
arasinda bir eleman bulmaliyiz. Y’de boyle bir eleman var midir?

Xy X xo x5 x6 x3x2

v (Y, <)

. N N Y
Y12Ys Yo Vg 2 Vs Y1

Evet vardir, ¢iinkii Y’nin siralamasi yogun oldugundan, her-
hangi iki eleman arasinda t¢tincti bir eleman vardir. Dolayisiy-
la yg ile y5 arasinda da bir eleman vardir. yg ile y5 arasinda olan
elemanlardan herhangi birini alalim, diyelim y- bu 6zelligi sag-
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liyor, yani yg ile ys arasinda. Demek ki
V12 <Ve <V <Yg <Y7<Y5<DV1.
Dolayisiyla x¢'nin x¢, xq, x5, X3, X4, x5 elemanlarina gore po-
zisyonu, aynen y-'nin yy,, Ve, Yo> Ys» Vs, V1 €lemanlaria gore
pozisyonu.
Simdi yukardaki kismi esyap1 eslemesini x’y1 y,’ye gidecek
sekilde buyiitebiliriz:
X4 V12
X1 Y
X0 Yo
X5 Vg
X6 = Y7
X3 s
X2 =V
Simdilik resim goyle:

Xy X xo x5 x6 x3x2

4&0—0—&‘—0—0— (Y, <)

Y12Y6 Yo YsY7 Vs Y1

Bir sonraki x- elemanini da ekleyip kismi esyap1 eslemesini
bir adim daha genisletebiliriz. Bunun i¢in x5 nin x, x1, x5, x3,
X4, X5, X¢ elemanlaria gore pozisyonunu belirlemek ve Y’de bu
pozisyona uyan bir eleman bulmak yeterlidir.

Bunu surekli yapabiliriz ve sonugta X’ten Y’ye giden ve si-
ralamaya saygi duyan bir fonksiyon bulabiliriz. Bu fonksiyon
birebir olacaktir ama ne yazik ki 6rten olmak zorunda degildir.

Fonksiyonu 6rten yapmak icin bir X’ten Y’ye bir de (Y’de
hicbir eleman unutmamak i¢in) Y’den X’e gitmeliyiz.

Yontem soyle. Ik adimda X’in x elemanini Y’de herhangi
bir elemana yollayalim. Bu eleman vy, olsun:

Xo P Yo
Ik kismi esyap1 eslemesini bulduk. Resmi asagida.
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(Y, <)

B
I (X, <)
{
Yo

Bu ilk adimda X’ten Y’ye gittik. Simdi Y’den X’e gidecegiz.
Y’de simdiye kadar erismedigimiz ilk elemani alalm. Y’nin ilk
erigilmeyen elemant y;. y;’in yy’a gore konumuna bakalim. Tki sik
var ya y; < yp ya da y; > y,. Ikinci sikta oldugumuzu varsayalim.

X0

(X, <)

o o (V,<)
Yo Y1

Simdi (X, <) siralamasinda, xy’a gore konumu y;’in yy’a go-
re konumuna benzeyen bir eleman bulmaya calisacagiz. vy,
yo’dan daha buiyiik oldugundan, X’te xy’dan daha buyiik bir
eleman bulmaliyiz. X’te boyle bir eleman var mi1? Evet vardir,
ciinkii X’in en buyik elemani olmadigindan, her elemandan,
xo’dan da biyik bir eleman var. Bu eleman x; olmayabilir bel-
ki, belki x, de olmayabilir, ama mutlaka x,’dan buyiik bir ele-
man olmali. x,’dan biiytik elemanlar arasindan gostergeci en
kiiciik olanini segelim. Bu elemana x5 diyelim. (Demek ki x; ve
x, elemanlari xy’dan daha kiigtik, ama bunun gelecekte hicbir
onemi olmayacak.) Simdi x5’le y;’i eslestirip daha 6nceki

X0 = Yo
kismi esyap1 eslemesini genisletelim:
Xo = Yo
X3y
Bu da ikinci kismi esleme. Resmi asagida:

X0
I o (X, <)
@
Yo
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Ikinci adimda Y’den X e gittik. Uciincii adimda X ’ten Y’ye
gidecegiz. X’in daha 6nce dokunmadigimiz elemanlarindan en
kiigiik gostergegi olanini segelim. X’in x, ve x; elemanlarina
dokunmusuz. x;’e daha dokunmamugiz. x;’in daha 6nce doku-
nulmus olan x; ve x3 elemanlarina gore konumuna bakalim.
Oniimiizde ii¢ sik var.

Birinci sik: x1 < x < x3.

Ikinci sik: x( < x; < x3.

Ugiincii sik: x( < x3 < x4.

(Aslinda birinci sikta olmamiz gerektigini biliyoruz, ama
daha once soyledigimiz gibi bunun higbir 6nemi yok.) Birinci
sikta oldugumuzu varsayalim: x; < x; < x3.

X X X3

._I — (X’ <)
® L (Y, <)
Yo Y1

Simdi, (Y, <) siralamasinda, y, ve y;’e gore konumu, x;’in
xo ve x3’e gore olan konumuna benzeyen bir eleman bulmaya
calisacagiz.

X1 < Xg < X3
oldugundan, Y’de

Yy<JYo<M¥1
esitsizliklerini, yani y < y, esitsizligini saglayan bir y eleman:
bulmaliyiz. Boyle bir eleman var midir?

X X, X
Il—IO e (X, <)

P L (Y, <)
? Yo V1

Vardir, ¢unkt Y’nin ilk elemani olmadigindan, her elemandan,
yo'dan da kiiciik bir eleman vardir. Bu eleman y, olmayabilir, y;
de olmayabilir, ama boyle bir eleman mutlaka olmali. Bu kosu-
lu saglayan ve daha 6nce dokunulmamis elemanlardan en kiigiik
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endislisini alalim, diyelim y,4. Simdi, daha 6nce buldugumuz,
Xo = Yo
X3 =9
kismi esyap1 eslesmesini
Xo = Yo
X1 Y4
X3
olarak genisletelim. Resmi asagida:

I—le AL e (X, <)
*—© L (Y, <)
V4 Yo 1

Bir sonraki adimda, ki bu t¢iincti adim, Y’den hareket ede-
cegiz. Y’de daha 6nce bulagsmadigimiz en kiiciik gostergegli ele-
man y,. Bu y, elemaninin daha 6nce bulasilmis olan vy, y; ve
y4 elemanlarina gore konumuna bakalim. Dort sik olabilir.

Birinci sik: y, < y4 < yo < ¥4-

Ikinci sik: y, <y, < vy < ¥1.

Uciincii sik: y4 < y9 < ¥5 < y1-

Dordiinci sik: y4 < v < y2 < 5.

Uciincii sikta oldugumuzu varsayalim:

Y4<Yo<Y2<DY1-

Durum soyle:

X X X3
I—I o (X, <)
*—© ® L (Y, <)
Vs Yo Ys 1

Simdi, (X, <) siralamasinda, x, x; ve x3’e gore konumu,
y,’nin vy, y; ve y4’e gore olan konumuna benzeyen bir eleman
bulmaya calisacagiz. Yani X’te

X1 <Xg<X<X3
esitsizliklerini, yani x, < x < x5 esitsizliklerini saglayan bir x
elemani bulmaliyiz. Boyle bir eleman var midir?
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X X ? x3
I—I — (X, <)
o—© I L (YJ <)
V4 Yo Y2 1

Vardir, ¢iinkii X’in siralamasi yogundur; herhangi iki ele-
man arasinda oldugu gibi, x( ve x; elemanlari arasinda da bir
eleman vardir. Bu elemanlar arasindan gostergegi en kugiik ola-
n1 segelim. Diyelim xg elemani x < xg < x3 esitsizliklerini sag-
layan en kiigtik endisli eleman. Simdi, daha 6nce buldugumuz,

Xo Yo
X1 Y4
X3 0
kismi esyap1 eslesmesini
Xo Yo
X1 Y4
X3 )
Xg =2
olarak genisletelim. Resmi asagida:
xl XO xg x3
—I_I ° o (X, <)
I S l (Y, <)
V4 Yo YVs V1

Bunu boylece surdiirebiliriz. Ne X’te ne de Y’de bir eleman
unutmadigimizdan emin olmak i¢in, tek sayili adimlarda X’ten,
cift sayih adimlarda Y’den baslariz.

X ve Y sayilabilir oldugundan, bu yontemi sonsuza kadar
surduriirsek, X ve Y’nin siralamalarinin egyapisal olduklarin
goriiriiz. Yukardaki 6rnekte elde edilen esleme soyle olur:

X1 X Xg X3
I—I (X, <)
*—© ° o (Y.<)
Yy Yo Yy Y1



3. Sayilabilir Yogun Siralamalar 57

3.1. Sayilamaz Sonsuzluktaki Yogun ve Ugsuz Siralamalar.
Eger kiimeler sayilabilir sonsuzlukta degilse teorem yanlistir.
Ornegin gercel sayilar kiimesi R’nin sonuna kesirli sayilar kii-
mesi Q’yu koyalim, yani (R x {0}) U (Q x {1}) kiimesini alalim
ve bu kiimeyi soyle siralayalim:

(x,0) < (y,0) & R’de x < y ise
(x,1) < (y,1) & Qde x < y ise
(x, 0) < (y, 1) her kosulda.

Bu siralamanin resmi soyle:

R x {0}~ R Qx{1}~Q

Bu siralamaya (kiimeye de) R + Q adini verelim. Bu sirala-
manin ugsuz ve yogun oldugu cok acik olmali.

R + Q kiimesiyle R kiimesi arasinda bir eslesme vardir. (Bu
eslemeyi bulabilir misiniz?) Ama bu iki siralama arasinda bir
esyap1 eslemesi yoktur. Bunu kanitlayalim.

Diyelim R siralamasindan R + Q siralamasina giden bir f
esyapi eslesmesi var. O zaman

fla) = (0, 1)
flb) = (1, 1)
esitliklerini saglayan a, b € R vardir. 0 < 1 oldugundan
0,1) < (1, 1)
olur, dolayisiyla a < b. f siralamaya saygi duydugundan [a, b] ara-
R a b

T

R x {0} ~ R fla) fib) Qx{1}~Q

lig1 f altinda (0, 1) ile (1, 1) arasindaki tim elemanlara yani

[0, 11 (1]
kiimesine gitmelidir. Bu da [a, b] araligi ile [0, 1] kesirli sayi-
lar arasinda bir eslemeye yol acar ki, bir gercel say1 araliginin
sayilabilir sonsuzlukta olmadigini biliyoruz [SKK].






4. lyisiralamalar1 Hissetmek

yisiralamay1 koyun siralamaya benzetmek pek yanlis olmaz.
ISonsuz sayida koyun da olsa, iyisiralanmig bir koyun siirti-

stinde mutlaka birinci koyun olmali. Ikinci, ticiincii, dor-
diincii koyun da... Son koyun disinda (eger varsa oyle bir ko-
yun!), her koyundan hemen sonra gelen bir koyun olmali. Da-
has, siirti 6yle siralanmali, yani koyunlar 6yle numaralanmali
ki, her altsiiriide numarasi en kiiciik bir koyun olsun... Iste bu
son oOzelligi saglayan siralamalara iyisiralama denir.

Sonlu bir stiriiyti iyisiralamak marifet sayilmaz, bunu mii-
hendisler bile yapar. Az sonsuz (0rnegin dogal sayilar kadar
sonsuz olan) stiriileri iyisiralamak da marifet sayilmaz. Marifet,
cok sonsuz (6rnegin gercel sayilar kadar olan) stirileri iyisira-
lamakta. Bu ve bundan sonraki birka¢ béliimiin ana sorularin-
dan biri de iste bu: Bir siirii ne kadar buyiik olursa olsun iyisi-
ralanabilir mi?

Su teoremi biliyoruz [SI]:

Teorem 4.1. N’nin bos olmayan her altkiimesinin bir en kii-
ciik elemani vardur.
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4.1. lyisiralama. (N, <) siralamasinda oldugu gibi, bos ol-
mayan her altkiimesinin en kiiciik elemani oldugu siralamalara
iyistralama denir. Yani bir (X, <) siralamasinin iyi siralama ol-
mast igin,

IS. Her @ # A c X altkiimesi icin, 6yle bir a € A var-
dir ki her x € A icin a < x olur

ozelliginin saglanmasi gerekir.

X, iyisirali bir kiime | A, X’in bos olmayan
herhangi bir altkiimesi

A’nin en kiiciik elemani

IS 6zelligini saglayan (X, <) siralamalarina syistralama de-
nir. X’e de < siralamasiyla tyistralannustir denir.

Tanimdan hemen anlasilacagi tizere, bir iyisiralamanin her
altkimesi de bir iyisiralamadir, yani (X, <) bir iyisiralamaysa
ve Y < Xise, (Y, <) de bir iyisiralamadir; sonugta, Y’nin her alt-
kiimesi X’in de bir altkiimesidir.

Iyisirali kiimeler tamsiralidir, yani iyisirali bir kiimenin her-
hangi iki elemani kargilagtirilabilir. Nitekim, eger x ve y iyisi-
rali bir kiimenin iki elemaniysa ve IS 6zelliginde A = {x, y} alir-
sak, x ve y’den birinin digerinden kiigiikesit oldugunu goririiz.

Sonlu her tamsiralama iyisiralama olmak zorundadir elbette.

45x3\/2ns
*—o—0 0o 0 —°

Sonlu bir iyisiralama:
a<S<x;<2<mn<s

Dogal sayilar kiimesi N’nin dogal siralamasiyla birlikte bir
iyisiralama oldugunu gordik. Dogal siralamayla iyisiralanmig
bir kiime olarak goruldiigiinde N yerine ® (omega, Yunan al-
fabesinin son harfi) yazmak bir gelenektir; biz de bundan boy-
le N yerine sik sik ® yazacagiz.
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Bu bolumde iyisiralamalari biraz olsun anlamaya calisacagiz.

(X, <) herhangi bir iyisiralama olsun.

Eger X = O ise sOylenecek fazla bir sey yok, boskiime hakkin-
da ne soylenebilirse, bu iyisiralama hakkinda da o kadar soylene-
bilir.

Eger X # J ise, 0 zaman IS 6zelliginde A = X alarak, X’in
bir en ki¢iik elemani oldugunu goriiriiz. X’in bu en kiigiik ele-
manina x, diyelim. (Demek ki bos olmayan her iyi siralamanin

bir en kugiik elemani vardir.)
30 X

(X, <) iyisiralamast ve X’in en kiigiik eleman x,

Simdi X\ {x} kiimesine bakalim. Eger bu kiime bossa, o za-
man X sadece x, elemanindan olugsmustur ve gene soyleyecek
fazla bir sey olamaz. Eger X \ {x,} kiimesi bos degilse, o zaman
IS 6zelliginde A = X \ {x} alalim ve bu kiimenin en kiigiik ele-
manina x; diyelim. x, xy’dan sonra gelen ilk elemandir.

Xy Xq X
—eo

(X, <) iyisiralamasi ve X’in en kigiik iki elemani x, ve x,

Eger X = {x,, x;} ise, X iyisiralamasi i¢in tek soyleyebilecegi-
miz sey, xo’in x;’den kiicitk oldugudur. Diyelim X sadece bu iki
elemandan ibaret degil. O zaman X\ {x, x;} kiimesi bog olmadi-
gindan, IS o6zelligine gore bu kiimenin bir en kiigiik elemani var-
dir. Bu elemana x, diyelim. x5, x,’den sonra gelen ilk elemandir.

Xg X1 X X

—eo o
(X, <) iyisiralamasi ve X’in en kiigiik ti¢ elemani x, x; ve x,

Bunu boylece siirdiirebiliriz. z-inci asamada, X’in en kuciik
ilk 7 elemanini bulduk diyelim. Bu elemanlara (sirasiyla!)
Xy X115 X2y eeey X5 1
diyelim.

Xo X1 X Xp-1 X
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Simdi,
X, = {x0y X15 X25 vey X,,_1)
tanimini yapalim. Demek ki

Xo =9,
X1 = {xo}
XZ = {an xl}

X3 = {xOs X15 xl}

vb.

Eger X # X,, ise, yani X \ X,, # & ise, o zaman IS ozelligine
gore X \ X, kiimesinin bir en kii¢iik elemani vardir. Bu elema-
na x,, diyelim. x,,, x,,_,’den sonra gelen ilk elemandir.

X’in tim elemanlarini bu yontemle sonlu bir zaman sonra
titketirsek, yani belli bir 7z dogal sayis i¢in,

X =X, ={x0, X15 X25 o0y X1}

ise, 0 zaman X sonlu bir kiimedir (tam # elemani vardir) ve si-
ralamasi dogal siralanmig

0,1, ...,2,n—1}
kiimesinden pek farkli degildir. Dogal siralanmig

0,1, ...,2,n—1}
kiimesinin 7 olarak simgelenmesi okuru sasirtmamali [SI]:

n={0,1,.. 2, n—-1}

ve

O<l<..<n-1.

X’in sonlu tane, diyelim 7 tane elemani varsa, yukarda da
dedigimiz gibi, X iyisiralamasi aynen 7 iyisiralanmasina ben-
zer, elemanlarin adlarindan baska aralarinda bir fark yoktur.
Daha matematiksel deyisle #’den X’e giden ve siralamayi koru-
yan (yani surekli artan) bir f eslemesi vardir. Bu f eslemesi i sa-
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0 1 2 n—1
n
\\—4
f lf
—v v ——
X
Xy X Xy X, 4

Eger X’in 7 elemani varsa, X ~ n
yisini x; elemanina gotiirtir, yani her 7 < 7 igin, f(i) = x;dir. (Bu-
rada x;, X’in i-inci elemanidir.)

Siralamay1 bozmayan fonksiyonlara esyap: fonksiyonu ya
da stralama morfizmasi adi verilir, kisaca morfizma dendigi de
olur. Matematiksel tanim soyle: (X, <) ve (Y, <) birer iyisirala-
ma olsunlar ve f : X — Y fonksiyonu, her x4, x, € X i¢in,

xp < xy & flxg) < flxy)
ozelligini saglasin. O zaman f’ye stralama morfizmast adi ve-
rilir. Okullarda siralama morfizmasi daha ¢ok artan fonksiyon
adiyla anilir.

Iyisiralanmug kiimeler {izerine siralama morfizmalar1 birebir
olmak zorundadir, ¢tinkii iyisirali bir kiime tamsiralidir. Nite-
kim, f(xq) = f(x,) ise ne x; < x, ne de x, < x; dogru olabilir,
dolayisiyla, tamsiralamadan dolayi, x; = x, olmali.

Eger f siralama morfizmasi ayrica Ortense, o zaman f’ye st-
ralama eslemesi denir. Aralarinda bir egyapi eslemesi olan (X, <)
ve (Y, <) iyisiralamalarina egyapisal (ya da izomorfik) denir ve
bu olgu (X, <) = (Y, <) ya da kisaca X ~ Y olarak gosterilir.

(Y, <)4

oo > (X, <)

Bir siralama morfizmas:
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Demek ki tam 7 tane elemani olan iyisirali bir kiimeyle
n=1{0,1, .y 2, 1 — 1)
iyisiralamasi egyapisaldir. Boylece sonlu iyisiralamalari anlamig
olduk. Sira geldi sonsuz iyisiralamalara...

Bundan boyle X sonlu olmasin. O zaman her 7 dogal sayi-
st icin X’in z-inci elemani vardir. Bu elemana x,, demistik, de-
meye de devam edecegiz.

Bu x,, elemanlarindan (z € N) olusan kiimeye X adin1 ve-
relim. X, ’nin aynen N’ye (daha dogrusu w’ya) benzedigini
okur anlamigtir herhalde, yani X ile ® (yani dogal sayilar ki-
mesi N) arasinda bir siralama eslemesi vardir: X, ~ o.

0 1 2 n

Not: X, ’nin gercekten bir kiime oldugu pek bariz olmayabi-
lir. [SI] ders notlarimizda kiimeler kuraminin birkag¢ basit aksi-
yomunu vermigtik. Bu aksiyomlara dayanarak X 'nin kiime ol-
dugunu kanitlayabiliriz: ¢(x) su 6zellik olsun: “{y € X : y < x}
kiimesiyle bir dogal sayis1 arasinda bir egleme var.” X, = {x € X
: (x)} esitliginden dolayi, X, bir kiimedir. (Tanimlanabilir Alt-
kiime Aksiyomu, [SI].)

Iki segenek var. Ya X = X, ~ o ya da X # X,,. Birinci sikta
X’in neye benzedigi belli, ®’ya benzer. Ikinci sikta yogunlaga-
lim. O zaman X \ X, boskiime degildir, dolayisiyla en kigiik
bir eleman: vardir. Bu elemana x, diyelim. x, eleman: daha 6n-
ce buldugumuz biitiin x,, (# € N) elemanlarindan hemen sonra
gelen ilk elemandir, yani x,, elemani, her # dogal sayisi i¢in, x,,
< x egitsizligini saglayan X’in en kiigiik elemanidir.
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X
lam vermeye ¢alismayin, ®+1’i daha sonra tanimlayacagiz.

wr1 = X U {x,} olsun. Burada ®+1 simgesine 6zel bir an-
Simdilik ®+1 simgesini tek bir simge gibi algilayip X, iyisira-
lamasina yogunlagin: X, iyisiralamasi, X iyisiralamasinin
“sonuna” x, elemani eklenerek elde edilmistir.

Eger x,,, X’in son elemaniysa, yani X’te x,’lerden ve x,’dan
bagka eleman kalmamigsa, o zaman X = X, U {x,} = X, dir.
Bu durumda, X’i ve siralamasini anladik: X, sonuna bir eleman
eklenen @’ya benziyor. (Bir sonraki bolimde bir iyisiralamanin
sonuna bir eleman eklemenin ne demek oldugunu daha ayrin-
tili bir bicimde anlatacagiz.)

Eger x,, X’in son elemani degilse, yani X # X, ise, 0 zaman
X\ X1 # D olur ve X \ X, kiimesinin bir en kii¢tik elemani
vardir. Bu elemana, tahmin edeceginiz gibi, x,,; diyelim. x4,
x,, ’dan sonra gelen ilk elemandir. Gene tahmin edeceginiz gibi

X2 = Xops1 Y {x i1} = X U {x s X041
olsun.

X(o+2

Genel olarak, bir # dogal sayisi i¢in, X’in
Xown = Xo Y Xy Xoi1s oo Xgpnat)
altkiimesini buldugumuzu varsayalim. Eger belli bir # dogal sayi-
sticin X = X,,,,, ise ne ala, X’i anladik demektir. Eger X ., # X

w+n
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1se X\ X
diyelim. Eger hicbir # dogal sayisi igin X = X, ise o

wsn Kmesinin en kiiciik bir elemani olmali. Bu elema-

na X 4p

zaman bu yontemle X’i tiiketemeyiz ve stirekli x,, elemanla-

w+n
rin1 buluruz.
Xow = X U {xge, : m € N}

(O] 0+71

olsun.

X5, stralamasinin nasil bir siralama oldugu belli. Baginda ®
(yani N) iyisiralamasi var. Bir de sonunda ayri bir ® var. De-
mek ki X, , ®nin (yani dogal sayilar kiimesinin) iki ayrik kop-
yasindan olusuyor, biri baginda (kiigtukler), digeri sonunda (bu-
yukler).

Eger X = X, ise, isimiz bitti, o zaman X’i ve iyisiralamasi-
n1 anladik. Eger X # X, ise, o zaman X \ X, kiimesinin bir
en kiicitk elemani vardir. Bu elemana x,,, diyelim.
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Bunu boylece siirdiirebiliriz. X’te x,,’dan daha biyik bir
eleman varsa, x,,’dan daha biiyiik elemanlarin en kiiciigiine
X441 diyelim. Varsa, malum yontemle x,,,5, X543, --- €leman-
larint bulalim. Eger X’in sonuna varirsak isimiz biter. Yoksa,

X360 = Xop Y (X204 1 € N}
olsun. Eger X = X3, ise 0 zaman X, ®’nin ti¢ kopyasindan olu-
suyor demektir: kiiciik kopya, ortanca kopya, uctinci kopya.

v

@
xZw x2w+1 x2m+n

Kendimizi biraz fazla tekrarlamaya basladik... k-inci sevi-
yeye kadar, yani X, ’ya kadar geldigimizi varsayahm. X, si-
ralama olarak ®’nin k tane kopyasina benzer: 1’inci kopya,
2’inci kopya, ..., k-inci kopya. Her kopya kendi i¢inde dogal si-
ralanmistir ve her kopyanin tiim elemanlari daha sonraki kop-
yalarin tiim elemanlarindan daha kiigiiktiir. Ornegin iigiincii

xo xl x2 xn ...;xwxml...xmm...; xzw Ekax,““l ...kam
R %
20 X
ko T >
X(k+1)m .

kopyanin 25’1, dérdincii kopyanin 2’sinden daha kugiiktiir.
Eger X, = X ise igimiz bitti. Yoksa X \ X}, kiimesinin en
kuciik bir elemant olmali. Bu elemana x,,, diyelim. x;,’dan he-
men sonra gelen elemana x,,,; diyelim. (Eger x,,, X’in en bu-
yik elemani degilse boyle bir eleman vardir.) Devam edip
Xpeoi2s Xkos3s -+ €lemanlarini da (varsa!) bulabiliriz. X’te ele-
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man kaldigi siirece devam edelim. Eger x,,,,,, elemanlarinin hic-
biri X’in en buyik eleman: degilse (k sabit, # degisiyor) bu
yontemi hi¢ durmadan siirdiirebiliriz. X y,), simdiye kadar
buldugumuz tiim elemanlarin kiimesi olsun. (X, 1), bir kiime-
dir, giivenin bana!) Eger X = X 1,4),, ise, durmak zorundayiz ve
bu durumdan pek yakinmiyoruz herhalde. Ama eger X =#
X(k+1)0 i8¢, 0 zaman bog olmayan X\ X(;, 1), kiimesinin en kii-
glik elemanma x,q), diyelim ve miimkiin oldugu siirece bu
yontemle yolumuza devam edelim. Boylece her k& dogal sayisi
icin X, kiimelerini elde ettigimizi ama X’in bu yontemle ti-
kenmedigini varsayalim.
X2, tum bu X, kiimelerinin bilesimi olsun:
X2 = Ypen Xpor

Alistirma: X > toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlaym.
(X’in iyisirali bir kiime oldugunu kullanabilirsiniz.)

Eger X2 = X ise sorun yok. Eger X2 # X ise X \ X2 kii-

mesinin en kiigitk elemanina x> diyelim. X 2,; = X2 U {x,2}
olsun.

Eger X te bagka eleman kalmamigsa o zaman X = X2, dr.
Kalmigsa, x,2’den hemen sonra gelen bir eleman vardir. Bu ele-
mana x,2,; adint verelim. Eger X’in elemanlar1 bitmezse, X’in

X241 X242 X©243s X244 oo
elemanlarini bulabiliriz.
X 2.0 kiimesi X’in simdiye kadar bulabildigimiz tim ele-

0-+0
manlarindan olugsun.
Xo2Zim Xo2+0+1> Xol2+0+2> Xolio+3s =
elemanlarinin nasil bulunabilecegini okur tahmin etmigtir: Her
biri bir 6ncekinden hemen sonra gelen elemandir. Bu x>,

elemanlarinin sonu gelmiyorsa, tim bu elemanlar kiimesine
X220 diyelim.
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Okur herhalde, eger X tikkenmezse,
X230 Xozeaas X2

kiimelerinin nasil bulunduklarini anlamistir. Bunlarin bilegimi-
ne X, diyelim. Gidebildigimiz kadar gidelim. Eger X tiken-

+3m> +4m> +5m>

mezse, sirayla
X2y Xzu2 Xagr2s o
kiimelerini elde ederiz. Bunlarin bilesimine de X diyelim.
Eger X daha once tikenmezse, X’in
Xp3s Xty XgpSs oo

kuimelerini elde ederiz. Bunlarin bilesimine de X o diyelim.

Ardindan sirayla X o, X5 0, X340, ... altkiimelerini de bula-
biliriz. Bunlarin bilesimine X o, ya da X o« diyelim. Bundan
sonra X o, Xyo3, X, o4 altkimeleri (baslangi¢ dilimleri) bulu-
nur. Devam edelim ve tiim bu altkiimelerin bilegsimine X o+ ya
da X 20 diyelim. Devam edelim. Sirayla X 0, X 40, X t0y... alt-
kiimelerini de bulruuz. Bunlarin bilegsimine X oo ya da X o? di-
yelim. Eger X’i hala daha bitirememissek, X o3, X ot X o5, ...
altkiimelerini de bulabiliriz. Bunlarin bilesimine X oo diyelim.
X’in hala daha bitmedigini varsayalim.

o = O,

oy = ®O°,

o3 = 0

oy = @O°°,

o5 = 00"
olsun. Genel olarak,

Qg = O%

olarak tamimlansin (o¢ olarak degil!) Bu tanimlar simdilik bi-
cimsel, yani o,,’ler anlamsiz seyler. a,,’leri gostergeg (endis, in-
X
bulunabilecegini okur tahmin etmistir. Eger X izin verirse, de-

deks) olarak kullanacagiz. X X, altkiimelerinin nasil

o2 o’

vam edip, her #n € N i¢in, X’in X, altkiimelerini de bulabiliriz.
X’in hig bitmedigini varsayarak, X, altkiimelerinin bilesimine
X,, diyelim.
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X’te yer kalmigsa devam edebiliriz. Isteyen devam etsin.
Ben sikildim.

Imkansiz Ugras. Okur, konunun zevkine daha cok varmak
icin dogal sayilar kimesinin altkiimelerinin kiimesi olan
¢ (N)’nin bir iyisiralamasini bulmaya ¢alismahdir. En az yarim
saat kadar. En fazla da bir saat... Bir saati agmasin ¢linkii - 6nce-
den soyleyelim - basaramayacaktir. ¢ (N)nin bir iyisiralamasi
bulunamaz ama vardir. @ (N)’nin iyisiralanabilecegini (iyisirala-
may1 bulamadan) ilerde yeni aksiyom yardimiyla kanitlayacagiz.



5. Eski Iyisiralamalardan
Yeni lyisiralamalar Tiiretmek

Bu boliimde eski iyisiralamalardan yenilerini elde etmeyi 68-
renecegiz. Basitten zora dogru gidecegiz.

5.1. lyisiralamanin Sonuna Bir Eleman Eklemek. Bu altbé-
limde, bir iyisiralamanin “en sonuna” yeni bir eleman ekleye-
cegiz.

yeni iyisiralama

eski iyisiralama s

Keni iyisiralamada eski yenisiralamanin
er elemanindan daha buytk oldugu buyrulan
yeni eleman

(X, <) bir iyisiralama olsun. s, X te olmayan bir eleman ol-
sun. X’teki siralamayi koruyarak ama s’yi X’in her elemanin-
dan buytk yaparak X U {s} kiimesini siralayabiliriz. X U {s}
ktimesi tizerine kurulan ve < olarak simgeleyecegimiz bu yeni
siralama bicimsel olarak soyle tanimlanir: x, y € X U {s} i¢in,
x < y ancak ve ancak

1) x,y € X ve x < yise ya da

2)x € X vey=sise.
Bu siralama da bir iyisiralamadir. Nitekim A, X U {s} kiimesi-
nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger A n X # & ise, o za-
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X > >

man A N X kiimesinin < siralamasina gore en kiigiik elemani
A’nin < siralamasima gore en kiigiik elemanidir. Ote yandan
eger A N X = J ise 0 zaman A = {s} olmak zorundadir ve s el-
bette bu durumda A’nin en kiigiik elemanidir.

5.2. Iki Iyisiralamay1 Toplamak. Bu altboliimde bir iyisira-
lamay: bir bagka iyisiralamanin “sonuna” ekleyerek bir 6nceki
paragraftaki yontemi genellestirecegiz ve yeni bir iyisiralama

elde edecegiz. Boliim 2.2.4’te bu yontemden sozetmistik.
yeni iyisiralama

birinci eski iyisiralama  ikinci eski iyisiralama

(X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. Simdilik X ve Y ki-
melerinin ayrik olduklarini (yani kesismediklerini) varsayalim.
X U Y kiimesi tuzerine, X + Y adini verecegimiz bir siralama ta-
nimlayacagiz. X U Y kiimesini, X ve Y’nin siralamalarini koru-
yarak, ama Y’nin elemanlarini X’in elemanlarindan daha bu-
yuk olduklarina hiikmederek siralayalim. Bicimsel tanim goyle:
u,v e XU Yigin, # < v ancak ve ancak
1u,ve Xveu<viseyada
2)u,ve Yveu<vise yada
3)ue Xvev e Yise.

X + Y siralamasinin resmi asagida.

X+Y

X + Ysiralamasi; x; <x, <y, <y,

Bu da bir iyisiralamadir. Nitekim A, X U Y kiimesinin bog
olmayan bir altkiimesi olsun. Eger A’nin X’le kesisimi bos de-
gilse, 0 zaman A N X altkiimesinin X siralamasina gore en k-
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ciik elemani A’nin en kiigiik elemanidir. Eger A’nin X’le kesi-
simi bossa, 0 zaman A, Y’nin bos olmayan bir altkiimesidir ve

A’nin en kiiciik elemani

AmX:@iM

A’nin Y siralamasindaki en kiigiik elemani A’nin X + Y’nin si-
ralamasindaki en kiiciik elemanidir.

Eger X ve Y kuimeleri kesisiyorsa, o zaman X yerine X x {0},
Y yerine Y x {1} alalim ve X ve Y’nin verilen siralamalarini sira-
styla X x {0} ve Y x {1} kiimelerinin Usttine tagiyalim. Sonra bir
onceki paragrafta X ve Y ile yaptigimizi artik ayrik olan X x {0}
ve Y x {1} kiimeleriyle yapalim.

Bunu bir 6rnekle gosterelim. X ve Y bir sonraki sekildeki
gibi olsunlar.

2 3
x zlzbc . e4
Y
Yani
X={a<b<c<d<e}
ve

Y={1<b<2<3<e<4)
olsun. Bu iki siralamay1 soyle yazalim:

X x {0}: (a,0) < (b,0) < (c,0) < (d,0) < (e,0),

Y x {1}: (1,1) < (b,1) < (2,1) < (3,1) < (e,1) < (4,1).
Dikkat ederseniz X’ten X x {0}’a gecerken X’in siralamasini
koruduk. Ayni 6zeni Y i¢in de gosterdik. Simdi, asagidaki se-
kildeki gibi X x {0}’1n elemanlarindan hemen sonra Y x {1}’in
elemanlarini yazalim.
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X x {0} Y x {1}
(@,0) (50) (0 (1,1) (2,1) (1)
e o o o e

(6,0) (d,0) 6,1 (3,1 41)

Matematikei ginlik kosusturma icinde bu kadar ¢ok 6zen
gostermez. X ve Y kesigse bile X ve Y’nin elemanlarini iki kez
yazar. Ornegin, profesyonel matematikci yukardaki 6rnegi,

a b ¢ d e 1 b 2 3 e 4
o900 o o —o o o o o o

X+Y
olarak yazar, ama bilir ki birinci b ile ikinci b farkli elemanlar-
dir. Eger ¢cok bagi sikigirsa, X + Y’yi

a b ¢ d e 1 b 2 3 ¢ 4
—e—9o 9o o o —o o o o o o

X+Y
olarak gosterir.

Ornegin N + N iyisiralamasi, N iyisiralamasinin sonuna ay-
n1 siralamanin bir kopyasi konarak elde edilir. Iste resmi:

01234 .. 01234 ..
o000 o000 o0
N N
N+ N

5.3. Alfabetik Siralama ya da Iki lyisiralamayr Carpmak.
(X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. Bu paragrafta X x Y kiime-
si Uzerine Bolim 2.2.6’da tanimladigimiz alfabetik siralamanin
bir iyisiralama oldugunu kanitlayacagiz. Alfabetik siralamay:
animsatalim: (xq, y;) ve (x,, y,) ciftleri X x Y kiimesininin iki
elemani olsun. Eger

Xy <X
ise ya da
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X1 =X V€Y1 <)
ise, (xq, ¥1)’in (x5, ¥,)’den daha kiciik oldugu soylenir ve bu
(215, 1) < (%2, ¥2)
olarak yazilir. Bunun bir siralama oldugu ¢ok belli. Bir iyisira-
lama oldugunu kanitlayalim. Asagidaki sekilden takip edin. U,
X x Y ktimesininin bos olmayan bir altkiimesi olsun.
A={xe X:biry e Yicin (x,y) € U}
olsun. A, bogkiime olamaz. Demek ki A’nin bir en kugik ele-
mani vardir. Bu elemana a diyelim.
B={yeY:(a,y) e U=({blxY)nU
olsun. a € A oldugundan, B boskiime olamaz. Demek ki B’nin
de bir en kiiciik elemani vardir. Bu elemana b diyelim. b € B
oldugundan, (a, b) € U.

Y 4

S
e
—
——

= n

Simdi (@, b)’nin U’nun en kiguk elemani oldugunu kanitaya-
lim. (x, y), U’nun herhangi bir elemani olsun. Demek ki x € A.
Dolayisiyla x > a. Eger x > a ise, elbette (a, b) < (x, y). Eger x = a
ise, 0 zaman (a, y) = (x, ¥) in U oldugundan, y € B. Demek ki
y 2 b. Eger y > b ise, 0 zaman elbette (a, b) = (x, b) < (x, y). Eger
y = b ise, 0 zaman (a, b) = (x, y). Kamitimiz tamamlanmustir.






6. lyisiralamalarda Tiimevarim

ogal sayilar kiimesi N’de tiimevarimla kanit yapmasini bi-
liyoruz. Animsayalim:

Olgu 6.1. [Dogal Sayilarda Tiimevarim Ilkesi 1]. A = N bir
altkiime olsun. A’min su iki o6zelligi oldugunu varsayalim:
1)0 e A.
2) Her n dogal sayisi icinyn € A ise o zamann + 1 € A.
Bu durumda A = N’dir.

Bu teoremi dogal sayilari ve dogal sayilar kiimesi N’yi tanim-
ladigimuz [SI] ders notlarinda kanitlamistik. Ayni ders notlarinda
bir timevarim ilkesi daha kanitlamistik:

Olgu 6.2. [Dogal Sayilarda Tiimevarim Ilkesi 2]. A = N bir
altkiime olsun. X’in su 6zelligi oldugunu varsayalim:
Her n dogal sayisi igin, eger
meN:m<nfcA

ise, 0 zaman n € A.
Bu durumda A = N’dir.
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Bu teoremlerden en azindan biri olmadan dogal sayilar
hakkinda ele avuca sigan bir teorem kanitlayamayiz.

Birinci teorem dogal sayilarda toplamayla ilgili bir sey soy-
liyor. Ikinci teoremde ise toplama yerine sadece < esitsizligi
var. Birinci teoremi olmasa da ikinci teoremi iyisiralamalara
genellegtirebiliriz. En azindan ikinci teoremin aynisini iyisirala-
malar icin formiile edip kanitlamaya ¢alisabiliriz.

Birinci teorem de, yazildig1 bi¢cimde degil ama buna yakin
bir bi¢imde iyisiralamalara genellestirilebilir. Bunu daha sonra
ordinaller icin yapacagiz.

Bu bolumiin amaci ikinci timevarim ilkesini dogal sayilar-
dan iyisiralamalara genellestirmek.

Teorem 6.3. [lyisiralamalarda Tiimevarim Ilkesi]. (X, <) bir
iyi siralama olsun. A < X bir altkiime olsun. A’min su ozelligi
oldugunu varsayalim:

Her x € X icin, eger
yeX:y<xjcA
ise, 0 zaman x € A.
Bu durumda Y = Xdir.

Kanit: Diyelim, A, X’e esit degil. O zaman X \ A kiimesi
bos degildir. Dolayisiyla X iyisiralamasinin X \ A altkiimesinin
bir en kiiciik elemani vardir. Bu elemana x diyelim.

x, X \ A altkiimesinin en kui¢iik elemani oldugundan, x’ten
kiiguik higbir eleman X \ A kiimesinde olamaz, yani x’ten k-
ciik her eleman A’dadir. Varsayilan kosula gore x, A’da olma-
L. Bir celigki elde ettik. Demek ki A, X’e esit olmal. ]

Goruldugu gibi kanit ¢ok basit. Nasil dogal sayilarla ilgili
en kugiik bir gercegi kanitlamak i¢in timevarim kullaniliyorsa,
iyisiralamalarda da en kiiciik bir seyi kanitlamak i¢in tiimeva-
rim gerekir. lyisiralamalarda tiimevarimsiz bir sey kanitlana-
maz desek yeridir. Belki su tuhaf teorem diginda...
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Teorem 6.4. lyisirali bir kiimede siirekli azalan bir dizi yok-
tur.

Kanit: (X, <) iyisirah bir kiime olsun. (x,,),, X’in siirekli
azalan bir dizisi olsun. Demek ki her 7 < m dogal sayilar i¢in
X,, X, € X ve eger n < m ise x,, < x,,. Bir celiski elde edecegiz.

A={x,:neNj
olsun. A’nin bir en kiigiik elemani vardir. Bu elemana x,, diye-
lim. Ama o zaman x,,,; € A ve x,, < x,,, bir ¢eligki. ]

Bir Uygulama. lyisiralamalarda tiimevarimla kanit teknigi-
nin bir uygulamasini gorelim simdi.

Altbolim 5.1°de, bir iyisiralamanin sonuna yeni bir eleman
ekleyerek yeni bir iyisiralama elde ettik. Yeni iyisiralamanin
resmi asagidaki gibi.

yeni iyisiralama

eski iyisiralama s

Eger X bir iyisiralamaysa, X’in sonuna bir eleman eklene-
rek elde edilen siralamaya X* diyelim.

Bu bolimde X iyisiralamasiyla X* iyisiralamasinin gergek-
ten farkli olduklarini kanitlayacagiz. Daha matematiksel bir
deyisle, aralarinda bir esyap1 eslemesi olmadigini kanitlayaca-
g1z. Daha acgik bir deyisle, X*’dan X’e giden ve siralamayi ko-
ruyan (yani artan) bir esleme olmadigini kanitlayacagiz.

Kanita girismeden Once problemi biraz tartigalim. Diyelim
X*’dan X’e giden ve siralamayi koruyan (yani mutlak artan) bir
esleme var. Bu eslemeye f diyelim ve f’yi anlamaya calisalim.

X
X X1% f(s)s

NN

XoX1%) f(s)
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Yukardaki sekilden takip edin. f, X* iyisiralamasinin ilk
elemanlarini (ki bunlar X’in de ilk elemanlaridir) gene kendile-
rine goturmeli, yani f baslangicta her x’i gene kendisine goti-
ren 6zdeslik fonksiyonu olmali. Ornegin X*nin ilk elemani (ki
bu X’in ilk elemanidir) f altinda gene X’in ilk elemanina git-
meli, yoksa f hi¢bir zaman X’in ilk elemanina degemez ve do-
layisiyla 6rten olamaz.

X’in ilk elemanlarina sekildeki gibi x,, dersek, f(x,) = x,
esitligi hemen hemen bariz olmali. Yani sol tarafta asayis ber-
kemal, her eleman f altinda kendisine gidiyor.

Ote yandan, X*’nin en son elemanina, sekilde oldugu gibi, s
dersek, f(s), X’in en son elemani olmali, ¢iinkii eger y € X her-
hangi bir elemansa, belli bir x € X* i¢in, y = f(x) olur ve x < s
oldugundan, y = f(x) < f(s) olur.

Simdi f(s)’nin f altlnda gittigi eleman olan f(f(s))’ye, yani
f2(s)’ye bakalim. Bu eleman f(s)’den hemen 6nceki eleman ol-
mali, ciinkii f(s), s’den hemen o6nceki elemandir. Ayni neden-
den, f2%(s), f(s)’den hemen once gelen eleman oldugundan,
f3(s), f2(s)’den hemen 6nce gelen eleman olmali.

Goruldugu gibi sol tarafta 6zdeslik fonksiyonu olan f, sag
tarafta elemanlar1 bir eksiltiyor... Ortalarda bir yerde sorun
¢ikmali... Bir yerde f elemani kendisine mi gotirmek, yoksa
eksiltmek mi gerektigine birttrla karar verememeli...

Yukardaki parlak fikir ne yazik ki matematiksel olarak bes
para etmez. “Ortalarda bir yer” diye bir yerden sozedilemez
matematikte.

Soyledigimizi kanitlayacagiz ama timevarim kullanarak
kanitlayacagiz. Tumevarimla, her x € X icin f(x) = x esitligini
kanitlayacagiz. Boylece s’ye gidecek yer kalmayacak ve bir ¢e-
ligki elde edecegiz.

A={xeX: flx)=
olsun. A’nin X’e esit oldugunu kanitlayacagiz. Bunun igin,
X’ten herhangi bir x elemani alip,
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yeX:y<xjcA
varsayimindan yola ¢ikip x € A iligkisini kanitlamaliyiz.
Demek ki x’ten kiiciik her elemanin f altinda kendisine git-
tigini varsayiyoruz ve x’in de f altinda kendisine gittigini kanit-
layacagiz.
f(x) elemanina bakalim. Bu elemanin nerede oldugunu an-
lamaya calisacagz.

== ; :

~—| X
y lf
. X

f(x), x’ten kugik olamaz. Aksi takdirde f(x) € A, yani
f(f(x)) = f(x) olurdu ve f birebir oldugundan f(x) = x olurdu,
bir ¢eligki.

f(x), x’ten buyiik olamaz. Aksi takdirde X*’nin higbir ele-
mani x’e degemezdi. Nitekim eger f(y) = x ise, f(y) = x < f(x)
ve y < x olur. Ama o zaman da y € A i¢indeligi ve x = f(y) =y
< x esitsizligi bize bekledigimiz ¢eliskiyi verir.

Demek ki f(x) = x.

Kanitladigimizi yazalim.

Teorem 6.5. Eger X bir iyistralamaysa, X ile X* iyisirala-
malri esyapisal olamazlar.






7. lyisiralamalar1 Birbirine Gommek

ki iyi siralama alalim: (X, <) ve (Y, <). Bunlar tamsiralama
Iolduklarmdan, her ikisini de asagidaki gekildeki gibi birer
dogru tizerinde temsil ederek ¢ok biiyiik bir yalan soylemis

X

Y

olmayiz. (Temsilde sagdaki elemanlar soldakilerden daha bii-
yik olacaklar.)

Eger X ve Y boskiime degillerse her ikisinin de birer en kii-
ciik elemani vardir. Bu elemanlara sirasiyla x, ve y, diyelim.

X,
y X

Yo

Eger X ve Y’de eleman kalmigsa o zaman x, ve y,’dan he-
men sonra gelen elemanlar vardir. Bu elemanlara sirasiyla x; ve
y; diyelim.

xo xl

Yo Y1
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Bunu boyle “siirdurebilecegimiz kadar” suirdiirelim. Eger X
ya da Y sonlu adimda biterse, 6nce bitenden digerinin baslan-
gi¢c dilimine giden bir esyap1 fonksiyonu buluruz.

Xn X X
0 1
y X

yo yl yn

Eger X ya da Y sonlu adimda bitmezse, o zaman her ikisin-
de de N’ye esyapisal olan bir “baslangic dilimi” var demektir.

Daha fazla devam etmeden (ciinkii bu tiir akil yirtitmeler
tehlikeli sularda ytizmek demektir), biraz teori yapalim, en azin-
dan kullandigimiz “baslangic dilimi” terimini tamimlayalim.
Once okurun sezgisine hitap edelim: Amacimiz iki iyisirali kii-
meyi, ilk elemanlarindan baslayarak ve gidebildigimiz kadar gi-
derek, birbiriyle eslestirmeye calismak. Ikisinden birinin digerin-
den daha once tukenecegini umup tiikeneni digerinin “baslangic
dilimine” gommek. Okur okumaya devam etsin, her sey zaman-
la arzulanan matematiksel acikliga kavusacak.

7.1. Baslangi¢ Dilimi

(X, <) bir iyisiralama olsun. I < X bir altkime olsun. Eger

her x, y € X i¢in,
y<xel
kosullar1 dogru oldugunda,
yel

oluyorsa, I’ya baslangi¢ dilimi (Ingilizcesi initial segment) ad
verilir. Ornegin X’in kendisi bir baslangi¢ dilimidir. Daha il-
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ging ornekler: Her a € X igin,

{x e X:x<a}
ve

[xe X:x<a}
kiimeleri X’in birer baslangi¢ dilimleridir. Bunlardan baska da
baslangi¢ dilimi yoktur, yani eger bir baglangic dilimi X ten de-
gisikse, o zaman bu baslangi¢ dilimi, belli bir a € X icin,

{x e X:x<a}
kiimesine esit olmalidir. Nitekim I < X bir baglangi¢ dilimi ol-
sun. @, X \ I kimesinin en kii¢iik eleman1 olsun. Elbette

(xeX:x<alcl
olur. Igindeligin diger istikametini kanitlayalm. x e I olsun.
Eger a < x ise, baslangi¢c diliminin tanimindan dolayi a € I ol-
mali, ki bunun yanlis oldugunu biliyoruz. Demek ki x < a. Is-
tedigimizi kanitladik.
Eger I # X bir baslangi¢ dilimi ise, i+, X \ [ kiimesinin en

I +
:l X

kiigiik elemanimi simgeleyecek. Yani 7+, X’in I’nin bitin ele-
manlarindan daha biiyiik olan en kigik elemanidir. Demek ki
I={xe X:x<it.
Bu arada I U {i+} kiimesinin de bir baslangi¢ dilimi olduguna
dikkatinizi ¢ekerim. Eger baslangi¢ dilimine | ya da K dersek,
bu elemanlari j+ ve k+ diye anacagz.
Bu buldugumuzu sik sik kullanacagiz; not edelim:

Onsav 7.1. X in bir baslangi¢ dilimi ya X e esittir ya da bir
ain X icin {x € X : x < a} biciminde bir kiimedir.

Sonug 7.2. Eger I ve |, X’in birer baslangi¢ kiimesiyse, ya
Ic]yada]cl

Kanit: Eger I ya da ], X ise, sorun yok. Boyle olmadigin
varsayalim. Eger i+ < j* ise I < J, aksi halde | < I. ]
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Asagidaki sonug da yukardakinden ¢ikar ama biz ¢esni ol-
sun diye baska bir kanit verecegiz.

Onsav 7.3. o, elemanlar: X’in bazi baslangi¢ dilimlerinden
olusan bir kiime olsun. O zaman © o, yani\J; ., 1 bir baslan-
gi¢ dilimidir.

Kanit: x € U, [ ve y < x olsun. Demek ki bir I € g igin
x € I. Ama [ bir baslangi¢ dilimi. Demek ki y € I. Dolayisiyla
yeUrep L L

Alistirmalar

Asagidaki alistirmalarda X iyisirali bir kiimeyi simgeleyecek.

7.1.1. Eger I ve ], X’in birer baglangic dilimiyse, ya I < ] ya
da J ¢ I oldugunu kanitlayn.

7.1.2. g, her eleman1 X’in bir baslangi¢ dilimi olan bir kii-
me olsun. O zaman M g kiimesinin, yani M , I kiimesinin de
X’in bir baslangi¢ dilimi oldugunu kanitlayin.

7.1.3. Y iyisirah kiime olsun. f : X — Y, X’ten Y’nin bir
baslangi¢ dilimine giden bir esyapi fonksiyonu olsun. I < X bir
baslangic dilimiyse, f(I)’nin Y’nin de bir baslangi¢ dilimi oldu-
gunu gosterin.

7.1.4. p # J, her eleman1 X’in bir baslangi¢ dilimi olan bir
kiime olsun. @’nin en kiigtik bir elemani oldugunu kanitlayin;
yani oyle bir I € g elemaninin varligini kanitlayin ki, her | € g
icin I < J olsun.

7.1.5. X’in en buyitk elemaninin olmadigini varsayalim. g,
X’in X’e esit olmayan baslangi¢ dilimlerinin kiimesi olsun.
Ule o I = X esitligini kanitlayim.

7.1.6. A, X’in bir altkiimesi olsun.

I(A) = {x € X : x, A’nin bir elemanindan kiiciikesit}
olsun. I(A)’nin bir baslangic dilimi oldugunu kanitlayin.
I(A)’nin A’y1 iceren baslangi¢ dilimlerinin en ki¢iigii oldugunu
kanitlayin. I(A)’nin X’in A’y1 igeren tim baslangi¢ dilimlerinin



7. lyisiralamalari Birbirine Gommek 87

70.7. ] = U, I olsun. {i* : [ € g} kiimesiyle j* elemani
arasinda nasil bir iligki vardir?

7.1.8. I ¢ Y ¢ X olsun ve I, hem X’in hem de Y’nin bas-
langi¢ dilimi olsun. 7+ elemani X’te ve Y’de farkli elemanlar
olabilir. Aslinda, i+ yerine i*(X) ve i#(Y) yazmak gerekir. i+(X)
< +(Y) esitsizligini kanitlaym.

7.2. Gomme Teoremi (1)

Bolimin baginda tamimladigimiz x,, ve y, elemanlarini
animsayalim. Eger X ve Y’den biri sadece bu x,, ve y, eleman-
larindan olusmussa, o zaman, bu elemanlardan olusandan
(asagidaki resimde X’ten) digerinin baslangic dilimine giden
bir esyapi fonksiyonu vardir.

Eger hem X’te hem de Y’de eleman kalmissa, x, ve y,, ka-
lan elemanlarin en kiiciigi olsun.

Bunu boylecene siirdiirebiliriz ve X ya da Y’nin elemanla-
rin1 bir zaman sonra tiiketebiliriz. Boylece, once tikeneni dige-
rinin bir baglangi¢ dilimine gomebiliriz... gibi bir hisse kapila-
bilir insan ilk anda ama ikinci anda bundan matematiksel ola-
rak heniiz emin olamayacagimizi anlariz...

Yukardaki akil yiirtitmenin beyne degil hislere hitap ettigi-
nin farkina vardiniz mi? Matematikte “bunu boylecene siirdii-
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rebiliriz” diye bir tiimce yazilamaz, boyle bir tiimce ancak ede-
biyat sinifina girebilir. Oysa burada matematik yapilmaktadir.

Bu bolimde yukardaki edebiyati matematige doniistiirerek
su teoremi kanitlayacagiz.

Teorem 7.4. (X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. O zaman
ikisinden birinden digerinin bir baslangi¢ dilimine giden bir es-
yapi fonksiyonu vardir ve bu baglangic dilimi ve esyapi fonksi-
yonu birer tanedir. Ayrica her ikisinden de digerinin baslangic
dilimine giden esyap: fonksiyonlari varsa, bu esyapi fonksiyon-
lart esyapi eslemeleri (izomorfizma) olmak zorundadir.

Teoremi soyle yazmayi tercih ediyoruz:

Teorem 7.4'. (X, <) ve (Y, <) iki iyisiralama olsun. O zaman
ikisinden biri digerinin baglangi¢c dilimine gomiiliir. Ayrica her
ikisi de digerinin baslangi¢ dilimine gomiiliiyorsa, bu gémme-
ler esyap eslemeleri (izomorfizma) olmak zorundadirlar.

Matematiksel tanimi verelim ki sonradan maraza ¢ikmasin.
(X, <) ve (Y, <) birer iyisiralama olsun. f : X — Y siralamay1
koruyan bir fonksiyon olsun, yani x; < x, i¢in f(x;) < f(x,) ol-

I/ 77,

X’in Y’nin bir baslangi¢ dilimine gomiiltigt

sun. Bir de ayrica f(X)’in Y’nin bir baslangi¢ dilimi oldugunu
varsayalim. O zaman f’nin X’in Y’nin bir bagslangi¢ dilimine
gomiiliisii oldugunu ya da f’nin X’i Y’nin bir baglangi¢ dilimi-
ne gomdiigiinii ya da X’in Y’nin baglangi¢ dilimine gomiildii-
giinii soyleyecegiz.

Teoremi kanitlamak biraz zaman alacak. Iyisiralamalarda tii-
mevarimla kanit ilkesini sik sik kullanacagiz. (Bkz. Teorem 6.3.)
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Bundan boyle X ve Y, iyisiralanmis birer kime simgeleye-
cekler.

Bir sonraki 6nsavin tiimevarimda nasil kullanilacagini gor-
mek i¢in kahin olmaya gerek yok.

Onsav 7.5. f, X’in Y nin bir baslangi¢ dilimine bir gomii-
liisii olsun. 1, X’ in bir baslangi¢c dilimi olsun.

i. O zaman f(I), Y’nin bir baslangi¢ dilimidir, yani f’nin
I’ya kisitlanist olan f; fonksiyonu I’nin Y’ nin bir baslangi¢ di-
limine gomiiliisiidiir.

ii. Eger I # X ve | = f(I) ise, f(i*) = j*+ olur.

Kanit: i. y; € f(I) ve y, < y; olsun. y,’nin f(I)’da oldugunu
kanitlayacagiz.

Madem ki y; € f(I), f(xq) = y; esitligini saglayan bir x; € [
vardir.

o o Y
Yy Vi :f(x1)

y1 € f(X) ve f(X) bir baslangi¢ dilimi oldugundan, y,’den
kiigiik olan y, de f(X)’in bir elemanidir. f(x,) = y, esitligini
saglayan bir x, € X elemani alalim.

f(x2) =y2 <y1 = flxy)
oldugundan, x, < x; olmali. Ama x; € I. Demek ki x, € I ve
y2 = flxp) € f(I).

ii. i*, I'nin bittin elemanlarindan daha biiytik oldugundan,
f(i*), f(I)’nin butin elemanlarindan daha buytik olmali. Demek
ki j+ < f(i*). Dolayisiyla (f(X) bir baslangic dilimi oldugundan) j+
e f(X) ve bir x € X i¢in, f(x) = j+ olmali. f(x) =j+ < f(i+) oldu-

X

1 i+
7 '\
— l Ly Y
F( ] f)
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gundan, x < i+ olmali. Eger x < 7+ ise, 0 zaman x € [ ve f(x) €
f(I) olur ki bu da f(x) = j+ ¢ f(I) ile celisir. Demek ki x = i+. []

Onsav 7.6. X’ten Y nin bir baslangi¢c dilimine en fazla bir
gomme vardir.

Kanit: f ve g, X’ten Y’nin bir baslangi¢ dilimine giden iki
gomme olsun. Her x € X i¢in f(x) = g(x) esitligini kanitlayaca-
g1z. Demek ki,

A=fxeX: flx) = glx))
tanimini yaparsak, A’nin X’e esit oldugunu kanitlamamiz gere-
kiyor. Timevarimla kanit ilkesini kullanacagz.

x € Xolsunve I ={y € X :y < x} kiimesinin A’nin bir alt-
kiimesi oldugunu varsayalim. Eger x’in de A’da oldugunu ka-
nitlarsak, timevarim ilkesine gore A’nin X’e esit oldugunu ka-
nitlamis olacagiz ve 6nsavimiz kanitlanmig olacak.

Ama x = i+ ve Onsav 7.5.ii’ye gore, f(I) = | = g(I) = K ise,

F(x) = Fli) = j* = k* = gli*) = g(x).
Demek ki x € A. ]

Yukardaki 6nsava gore X’in bir baslangi¢ diliminden Y’nin
bir baglangi¢ dilimine en fazla bir tane gomme vardir. Nitekim
eger I, X’in bir baslangic¢ dilimiyse, Onsav 7.6’y1 X yerine I’ya
uygulayabiliriz.

Sonug 7.7. Ozdeslik fonksiyonu 1d, X ten X’in bir baslan-
gi¢ dilimine giden bir gémmedir. Onsav 7.6 dan dolayr X ten
X’in bir baglangi¢c dilimine giden baska da boyle bir gomme
yoktur. [l

Teoremin Birinci Yarisinin Kaniti: ¢, Y’nin bir baslangi¢
dilimine gomiulen X’in baslangi¢ dilimleri kiimesi olsun. Yani,
@ ={Ic< X : I, X’in baglangi¢ dilimi ve I’dan Y’nin bir baglan-
gi¢ dilimine giden bir ggmme var} olsun.
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Onsav 7.6’ya gore, eger I € ¢ ise, I’"dan Y’nin bir baslan-
gic kiimesine giden sadece bir tane gomme vardir. Bu gomme-
ye f;adini verelim.

Eger I ve ], X’in iki baglangic dilimiyse, Sonu¢ 7.2’ye gore
yal c Jyada]c I Diyelim I ¢ J. $imdi, f; gdbmmesi J’den
Y’ye gidiyor, ve I ¢ ] oldugundan, f; fonksiyonunu I’ da deger-
lendirebiliriz. Onsav 7.5’e gore fy(I) de Y’nin bir baslangig di-

Y

limidir ve f}; da f; gibi, I’dan Y’nin bir baslangi¢ dilimine gi-
den bir gdmmedir. Onsav 7.6’ya gore,

fi=1rr
Demek ki, her x e I igin, f(x) = f;(x) = f;(x).

Simdi Z = up = U, I olsun. Z’nin ¢’de oldugunu ka-
nitlayacagiz. Bu da Z’nin @’ nin en biiyiikk elemani oldugunu
gosterecek, ¢ctinkii ne de olsa Z, @’nin elemanlarinin bilesimi.
Yani Z, Y’nin bir baglangi¢ dilimine gomiilen X’in en buyik
baslangi¢ dilimi olacak.

Onsav 7.3’ gore Z, X’in bir baslangi¢ dilimidir. Z’den
Y’ye giden bir f fonksiyonu tanimlayacagiz. x € Z olsun. O za-
man bir I € @ i¢in x € I. Simdi f(x)’i fi(x) olarak tanimlaya-
lim. Bu tanim “yasal”dir ¢iinkd, I yerine, x’in i¢cinde bulundu-
gu bir bagka | € @ baslangic dilimi se¢seydik, bir tstteki pa-
ragrafta yaptiklarimizdan dolayr fi(x) = f(x) olurdu. Yani
f(x)’in tanimi, segilen I baglangi¢ diliminden bagimsizdir, yeter
ki x, I’da olsun. Bu da tanimin yasal oldugunu gosterir.

P
L e X

T

7 fi |t
y
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Simdi f’nin siralamaya saygi duyan bir fonksiyon oldugunu
kanitlayacagim. Bunun kaniti olduk¢a kolay. y < x € Z olsun.
Demek ki bir I € @ i¢in x € I. O zaman y de I’da. Demek ki,

f) = f1y) < fi(x) = flx).
Boylece f’nin siralamaya saygi duydugunu kanitlamig olduk.

Onsav 7.3’ten dolay1 f(Z)’nin Y’nin bir baslangic dilimi ol-
dugunu biliyoruz. Demek ki f, Z’den Y’nin bir baslangic dili-
mine bir gomme. Dolayisiyla Z € ¢ ve Z, ¢’nin en buyiik ele-

ﬁ
[(Z)

Eger Z = X ise isimiz bitmistir, ¢iinkii 0 zaman X, Y’nin bir

mani. Durum soyle:

Y

baslangi¢ dilimine gomdilir.

Eger f(Z) = Y ise de isimiz bitmistir, ¢ciinkii 0 zaman Y, f-!
sayesinde X’in bir baslangi¢ dilimine (Z’ye) gomiilir.

Z
EiG
~ f(2) =

Simdi Z # X ve f(Z) # Y varsayimlarini yapalim. Bir ¢elis-

X

Y

ki elde edecegiz. T = f(Z) olsun. Bu durumda z* ve t+ eleman-

lar1 vardir. §imdi X’in Z U {z*} baslangi¢ kiimesinden Y’nin
f(2) 0 ()

baslangi¢ kiimesine giden ve siralamayi koruyan bir fonksiyon

bulabiliriz. Bunun i¢in, Z tizerine tanimh olan f’yi z+ elemani-

n1 t+ elemanina gotiirecek bigimde genisletmek yeterli. Ama o

zaman da Z U {z*} € @ olur. Bu da Z’nin @’nin en buyiik ela-
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Teoremin Ikinci Yarisinin Kaniti: £, X ten Y’nin bir baslan-
gi¢ dilimine giden bir gomme olsun. g, Y’den X’in bir baglangic

AV
e

dilimine giden bir gomme olsun. O zaman, g o f, X’ten X’in bir

baslangic dilimine giden bir gommedir. Onsav 7.6’ya gore
go f=Idx.

Demek ki her x € X icin g(f(x)) = x. Dolayisiyla g 6rtendir, yani
bir egyap1 eslemesidir. (g’nin birebir oldugunu zaten biliyoruz.)

Eger f orten degilse, o zaman Y’de her x € X igin, f(x) < u
esitsizligini saglayan bir # elemani vardir. Bu esitsizligin her iki
tarafina da g’yi uygularsak, her x € X icin, x = g(f(x)) < g(u),
yani

x < glu)

olur. Bu esitlikte eger x = g(u) alirsak, ki g 6rten oldugundan
bunu yapabiliriz, bir celigki elde ederiz. Demek ki f de orten-
dir, yani f de bir esyap1 eslemesidir. ]

Yukardaki teoremin kanitindan asagidaki sonug cikar:

Kanitin Sonucu 7.8. X ve Y birer iyisiralama olsun. O za-
man, Y’ nin bir baslangi¢c dilimine gomiilen X’ in bir en biiyiik
Z baglangi¢ dilimi vardir ve bir tanedir. Ayrica eger Z # X ise
bu gomme orten olmak durumundadir, yani Z ~ Y’ dir.

V4
X

me=y
v

Kanit: Nitekim kanitta bulunan X’in Z altkiimesi tam bu
baslangi¢ dilimidir. [l
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7.3. Gomme Teoremi (2)
Yukarda iyisirali kiimeleri birbirine gomdiik. Burada iyisi-
rali bir kiimenin heraltkiimesini iyisirali kiimenin bir baslangi¢
dilimine gomecegiz.

Teorem 7.9. Iyistrali bir X kiimesinin her altkiimesi (iyisira-
l1 bir kiime olarak) X’in tek bir baslangi¢c dilimine ve tek bir bi-
cimde gomiiliir.

Teoremin Tartismasi. Gommenin biricikligi Teorem
7.4’ten ¢ikar ama gommenin varhigi ayni teoremden ¢ikmaz.

Iyisirali kiime X olsun, altkiimesi de Y olsun. Asagidaki se-
kilden de goriilecegi tizere X’in Y altkiimesini sola kaydiraca-
g1z. Sorun, bu “sola kaydirma”y1 matematikge ifade edip teore-
mi kanmitlamak. Ve aslinda teoremi kanitlamakta karsilagilan
tek sorun bu.

T A,

v

Teorem, solda her zaman Y i¢in yeterince yer oldugunu soy-
luyor. Yani arka kapidan binilen bir otobiiste, ayaktaki yolcu-
lar 6n kapiya dogru ilerleyip yanyana durabilirler, yolcular 6n
kapiya dogru ilerlediklerinde arkada yer acilir, otobiiste yer
kalmamasi diye bir sorun yasanmaz, yolcu sayisi sonsuz, hatta
cok cok sonsuz bile olsa...

Engin deneyimime gore birinci simif matematik 6grencileri
burada neyin kanitlanmasi gerektigini anlayamiyorlar. “Elbet-
te Y’nin elemanlarini sola dogru itekleyebiliriz” diyorlar. Belki
Y sonluysa ‘elbette’ de, Y sonsuz oldugunda “elbette” kaniti
hafif kacabilir. Ayrica, bariz bile olsa, matematikte her seyin
kanitlanmas gerekir.
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Bir derste iki saatimi bu “itelemenin” hi¢ de bariz olmadi-
gini, burada bir geylerin kanitlamasi gerektiginin anlagilmasina
harcadigimi animsiyorum. Ogrencilerden israrla “sola kaydir-
may1” matematikgeye ¢evirmelerini istedim. Sonunda buldular.
“Sola kaydirmak” demek “f gommesi artmayan bir fonksiyon-
dur” demektir, yani her y € Y icin f(y) <y esitsizligi gecerlidir
demektir. “Y’yi sola kaydirmak” edebiyattir, oysa

“hery € Yigin f(y) <y”
matematiktir. (Bkz. asagidaki kanittaki Arasav.)

Ogretmen arkadaslarima yukardaki asamayi 1srarla 6gren-
cilere atlatmalarini 6neririm. Bu aligtirma matematigin ne ol-
dugunu 6gretme konusunda son derece faydalidir.

Teorem 7.9’un Kamiti: X’in altkiimesine Y diyelim. Y de iyi-
sirali bir altkiimedir (iyisiralamayr X’ten miras almistir.) Yu-
karda kanitladigimiz teoreme gore ya X, Y’nin ya da Y, X’in
bir baslangi¢ dilimine gomiiliir. Dolayisiyla eger X, Y’nin bas-
langi¢ dilimine gomiilmiiyorsa o zaman teoremimiz kanitlan-
mustir. Ama ne yazik ki X bazen Y’nin baslangi¢ dilimine go-
miilebilir. Ornek: X = N ve Y = N\ {0} ise, f(x) = x + 1 fonksi-
yonu X’i Y’ye (ki Y, Y’nin bir baslangi¢ dilimidir) gomer. Do-
layisiyla bu kanit denemesi fiyaskoyla sonuglanir.

Bir baska yol bulmaliyiz.

Biraz once ¢ikardigimiz sonucu (Sonug 7.8’1) kullanacagiz.
O sonucta X ile Y’nin yerlerini degistirelim. O zaman X’in bir
baslangic dilimine gomiilen Y’nin en biiyiik bir baglangi¢ dilimi
vardir. Bu baslangi¢ dilimine Z diyelim. Z’nin Y’ye esit oldu-
gunu kanitlamak istiyoruz.

Z Y
S VARS
/_\fm/
X

7
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Z’yi X’in baslangic dilimine gomen gommeye f diyelim.
Z’nin Y’ye esit olmadigini varsayip bir ¢eliski elde etmeye caliga-
lim. Eger Z # Y ise, 0 zaman Sonug 7.8’ gore f(Z) = X olmali.
(Kanit1 amimsaym: Yoksa f’yi bir adim daha genigleterek Z’den
daha buyiik bir baglangi¢ dilimi bulabiliriz ve bu bir ¢eligki olur.)

Arasav. Her z € Z i¢in f(z) < 2.
Savin Kaniti: Savi timevarimla kanitlayacagiz.
A={zeZ:f(z)<z}
olsun. A’nin Z’ye esit oldugunu timevarimla kanitlayacagiz. Bir
2y € Z i¢in, Z’nin zy’dan kiigiik elemanlarinin A’da olduklarini
varsayip, z, elemaninin A’da oldugunu kanitlayalim. Yani
I={zeZ:z<z))cA
varsayiminda bulunup z, € A iliskisini kanitlayalim. Ama i+ =
i*(Z) = z5 ve Onsav 7.5.ii’ye gore, | = f(I) ise,
fzo) = £#) =

Ote yandan her z € I < A igin, f(2) < z < zy. Demek ki z,
f(I)’nin her elemanindan daha biytik, yani j* < z,. Bundan da
f(zg) = f(i*) = j* < 7y ¢ikar. Arasavimiz kanitlanmugtir.

I 2 Z Y

Simdi teoremin kanitinin sonunu getirebiliriz. Eger Z # Y ise,
o zaman Y \ Z boskiime degildir. Y\ Z kiimesinden bir y elema-
n1 alalm. O zaman, her z € Z i¢in, f(z) < z < y. Dolayisiyla v,
f(Z)yde degil. Demek ki f(Z) # X ve bu, Sonug 7.8’le geligir. [

Sonug 7.10. Eger bir X iyisiralamasmdan bir Y iyisiralamasi-
na giden siralamay: koruyan bir fonksiyon varsa, o zaman X’ten
Y’nin bir baslangi¢ dilimine giden bir (ve bir tek) gomme vardur.
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Hepsinin resmini yapamayiz (yeterince yer ve zaman

D ort elemanh ve iyisirali ¢ok kiime vardir. Tam 24 tane.

yok!) ama birkaginin resmini yanda yaptik. b d
c

Resimde bes tane iyisirali (ya da tamsirali, ayni sey) +———

dort elemanh kiime goriiyorsunuz. Elemanlarin sol- ,_.C_‘.’_[.’_

y y y e 01323
dan saga dogru siralandigini varsayryoruz: Kugiikler

solda, biiyiikler sagda. Ornegin sonuncusunda S <0 5 6 9 15

5 . R
<7 < m, dogal siralamadan farklt bir siralama belli
ki. Dort elemanli her tamsirali kiimenin elemanlari- ———

n1 kiiguikten biyiige dogru,
X < Xq <Xy < X3
olarak dizebiliriz. Dolayisiyla 4 elemanli her tamsirali kiime,
0<1<2<3
olarak tamsiralanmug {0, 1, 2, 3} kiimesine benzer. Dort eleman-
li ¢ok iyisirali kiime var ama hepsi birbirine benzer. Bunlarin
hepsi “esyapisal”dir.

8.1. Egyapisallik
X ve Y tamsiralanmus iki kiime olsun. Her iki siralamay1 da
< simgesiyle gosterelim. Aslinda X’in siralamasini <y ile Y’nin
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siralamasini <y ile gostermek gerekiyor, ¢tinkii, 6rnegin X, Y’ye
esit bile olsa tizerlerindeki siralamalar farkli olabilir. Eger bir
f : X > Y fonksiyonu,

her xq, x, € X i¢in, x1 < x; < f(xq) < f(x,)
ozelligini sagliyorsa, f’ye esyapr fonksiyonu ya da morfizma adi
verilir. Yani esyapi fonksiyonlari elemanlarin siralamalarini de-
gistirmezler, matematiksel deyimle “siralamaya saygi duyarlar”.

Bir esyapr fonksiyonu birebir olmak zorundadir, ¢iinkii
eger f(xq) = f(x,) ise ne x; < x, olabilir ne de x, < x{, demek
ki x, = x; olmak zorundadir. Bu yiizden egyap1 fonksiyonlarina
gomme de denir. Eger f ayrica Ortense, f’ye esyapt eslemesi ya
da izomorfizma denir. Bu durumda tamsirali X ve Y kiimeleri-
ne esyapisal tamsiralamalar ya da izomorfik denir ve X ~ Y ya-
zilir.

Esyapisalligin ortaya ¢ikarmaya calistigi sey su: Eger X = Y
ise, X ve Y tamsiralamalari arasinda elemanlarinin adlari digin-
da hicbir fark yoktur.

Eger n bir dogal sayiysa 7 elemanli tiim tamsiralamalar bir-
birine egyapisaldir. Nitekim, X ve Y, # elemanl iki tamsirala-
ma olsunlar. X ve Y’nin elemanlarimi kiigiikten buyuge dogru

X0 < X{ < e <X,
ve

Yo<Y1 <+ <Vna
olarak tamsiralayalim. Simdi f(x;) = y; olarak tanimlanmig f
fonksiyonu X’le Y arasinda bir esyap1 eslemesidir.

Sonsuz tamsiralamalar ¢cok degisik olabilirler ama. Ornegin,
dogal siralanmis N, Z, Q ve R kuimeleri birbirinden degisiktirler,
yani aralarinda egyapi eslemesi olamaz. Agiklayalim: Dogal sira-
lanmig N kiimesi bir iyisiralamadir, 6rnegin N’nin bir en kiigiik
elemani vardir: 0. Ote yandan digerlerinin en kiiciik elemani yok-
tur. Demek ki N digerlerinden biriyle (dogal siralama altinda) es-
yapisal olamaz. Q ise yogun bir siralamadir, yani herhangi iki ele-
mani arasinda bir eleman vardir. N ve Z yogun olmadiklarindan
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bu 6zellik Q’yii N ve Z’den ayristirir. Ayni nedenden R ile N ya
da Z egyapisal olamaz. R ile Q arasindaki ayrimi gormek icin si-
ralamalar diinyasindan ¢tkmamiz lazim. Dogal siralanmig R ile Q
kiimeleri arasinda siralama bakimindan “pek” bir ayrim yoktur.
(“Pek bir ayrim yoktur” tiimcesine matematiksel bir anlam veri-
lebilir ama konumuz bu degil; okur bu tiimceyi hafife alarak oku-
sun.) R ile Q sirali kiimeleri arasindaki ayrim siralamadan degil
“eleman sayisindan” kaynaklanir: Q sayilabilir sonsuzluktadir,
ama R sayilabilir sonsuzlukta degildir, dolayisiyla R ile Q kiime-
leri arasinda, birakin bir egyap1 eslemesini, esleme bile yoktur!
Simdi esyap1 fonksiyonlarinin ve esyapisalligin birkag 6zel-
ligini gorelim.
E1l. Eger X, Y ve Z tamsiral ti¢ kiimeyse ve
f:X>Yveg:Y>Z
birer esyap1 eslemesiyse (fonksiyonuysa), o zaman
gof:X->Z
bir esyap1 eslemesidir (fonksiyonudur) elbette. Sonu¢: X ~ Y ve
Y~ Zise X ~ Z olur.
E2. Eger X ve Y tamsirali iki kimeyse ve
f: X->Y
bir esyapi eslemesiyse , 0 zaman
fl:Y->X
bir esyap1 eslemesidir. Bunun kaniti kolaydir ve okura birakil-
mustir. Sonug: X ~ Yise Y ~ X olur.
E3. Eger X tamsirali bir kiimeyse, Idy(x) = x olarak tanim-
lanmus,
Idy: X > X
ozdeslik fonksiyonu bir esyap1 eslemesidir. Sonug: X ~ X’tir.
Bu ti¢ 6zelligi daha simgesel bir yaziyla yazalim:
El. X=Yve Y= Zise X = Z.
E2. X~ Yise Y= X.
E3. X = X’tir.
Gortildugn tizere tamsirali kiimeler arasinda tanimladigimiz ~
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iliskisi sanki esitlikmis gibi davraniyor. Ama esitlik olmadig: gi-
bi, denklik iligkisi bile degildir ¢linkii tamsirali kiimelerden olu-
san bir kiime yoktur. Birazdan, iyisirali kiimeler arasinda, tam-
siralama gibi davranan bir ¥ iliskisi bulacagiz. (Acele davranip
tanimi hemen verelim: X’ten Y’ye giden bir esyap1 fonksiyonu
varsa, bunu X < Y olarak gosterecegiz.)

Tamsiralanmig bir kiimeden gene kendisine giden esyapi es-
lemelerine esyap: eslesmesi ya da otomorfizma adi verilir. Or-
negin Idy her zaman bir esyap1 eslesmesidir.

X’in esyapi eslesmeleri kiimesi Aut X olarak yazilir. Yukar-
daki ti¢ ozellikten sunlar ¢ikar:

1. f,ge Aut X ise f o g € Aut X.

2. f € Aut X ise f~1 € Aut X.

3. Idy € Aut X.

Bir tamsiralamanin tiim egyap1 eslemelerini bulmak, o tam-
siralamayi iyice anlamak demektir. Birkac 6rnek verelim:

Ornek 1. X, tamsiralanmus sonlu bir kiimeyse, Aut X = {Id,].

Ornek 2. Aut N = {Idy}.

Ornek 3. Daha genel olarak, eger X iyisiralanmis bir kii-
meyse, Onsav 7.6’ya gore Aut X = {Idy} olur.

Omek 4. Aut Z ={f,: Z > 7 :a e 7 ve f,(x) = x + a}.

Ornek 5. Aut Q ¢ok daha karmasgik bir kiimedir. Eger a, b
e Qvea>0 ise,

fa,b(x) =ax+b
kuraliyla tanimlanmis f,, : Q — Q fonksiyonlarinin herbiri
Q’niin bir esyap1 eslesmesidir. Ama Q’ntin ¢cok daha fazla es-
yapi eslesmesi vardir. Ornegin,
x egerx ¢ (0,1) ise
fx)=1 2x
X +
kuraliyla tanimlanmig fonksiyon bir esyapi eslemesidir. (Hentiz

eger x €(0,1) ise

islemedigimiz kardinal sayilari bilenler i¢in: Q’niin esyap1 esle-
mesi sayisi olabilecek en yiiksek sayida, yani 2%o tanedir.)
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Alistirmalar
1. Tum bir elemanl kiimeleri iceren bir kiimenin olamaya-
cagimm kanitlayimn. (Ipucu: Aksi halde tiim kiimeler kiimesi olur-
du!) Bundan, tim tamsirali ya da iyisirali kiimeleri iceren bir
kiimenin olamayacagini ¢ikarin.
2. Eger X ve Y iyisirali kiimelerse, X’le Y arasinda en fazla
bir tane esyapi eslemesi olabilir.

8.2. lyisiralamalar1 Birbirine Gommek

X ve Y iki iyisirali kiime olsun. X’ten Y’ye giden bir egyap1
fonksiyonu varsa (ki bunlara gomme dedik), Sonu¢ 7.10’a go-
re X’ten Y’nin bir baslangi¢ dilimine giden bir ve bir tane gom-
me vardir.

Eger X iyisiralamasi Y iyisiralamasinin icine gomiiliiyorsa,
bunu X < Y olarak gosterelim. Her X, Y, Z iyisiralamasi i¢in,

E4. X < X,

E5. X< YveY<Zise X< Z,

E6. X< YveY<x Xise XrY
olur.

Bunlardan ilk ikisini zaten biliyorduk. Ugiinciisii Sonug
7.7°den dolay1 dogru.

E4, ES, E6’ya dikkat ederseniz, bunlar, < iligkisinin iyisirali
kiimeler tizerinde bir tir siralama oldugunu soyliyor.

Teorem 7.4’4n birinci kismi, < iligkisinin iyisirali kiimeleri
tamsiraladigini soyliiyor: Her X ve Y iyisiralamasi igin,

E7.YaX < YyadaY< X



