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Önsöz

Birçok profesyonel matematikçinin bilmedi¤i ya da yar›m

yamalak bildi¤i, çünkü kulak dolgunlu¤uyla ve ozmozla ö¤ren-

di¤i, ama matemati¤in çok önemli, çok temel ve felsefi olacak

kadar derin bir konusunu, bir lise ö¤rencisinin bile anlayaca¤›

dile indirgeme baflar›s›na ulaflt›¤›ma inanmak istiyorum. Tabii

bu ö¤renci daha önce [SKK] ve [S‹]’yi dikkatlice okumufl ve içe-

ri¤ini özümsemiflse... Nitekim, bu ders notlar› [SKK] ve [S‹]’den

sonra, kümeler kuram› notlar›m›n üçüncü cildi olarak alg›lan-

mal›d›r ve bu ders notlar› okunmadan önce [SKK] tamam›yla

ve [S‹]’nin ilk k›sm›, en az›ndan ilk iki bölümü özümsenmifl ol-

mal›.

Ö¤rencinin çevresinde muhtemelen anlamad›¤› konularda

soru soracak kimse olmayacakt›r; bu yüzden elimden geldi¤in-

ce kimseye sorma ihtiyac› belirmeyecek, tek bafl›na anlafl›labi-

lecek biçimde yazmaya çal›flt›m. Bunun mümkün olmad›¤›n› iç-

ten içe bilsem de... Okur bu gibi durumlarda önce sat›rlarla ve

kendisiyle mücadele etsin, sonra okumaya devam etsin. O ka-

dar çok tekrar var ki, kendisine hitap eden sese daha ileride

ulaflma olas›l›¤› yüksektir, ya da kullan›lan dile zamanla al›fla-

cakt›r. Tekrarlardan bu nedenle özellikle kaç›nmad›m.

Üstelik ilk okuyuflta anlafl›lan kitaplardan da pek bir fley

ö¤renilmez!



ii Önsöz

‹leride, kategori teoriyle sürekli bir flört halinde olacak

olan “çal›flan matematikçiye” yönelik bir kümeler kuram› kita-

b› yazmay› tasarl›yorum. Böylece seri tamamlanacak. 

Kümeler Kuram› burada bitmez elbet. Ama daha fazla yaz-

man›n bir anlam› yok. S›radan bir matematikçinin bilmesi ge-

reken kümeler kuram› bu dört kitapta yer alacak. Daha ileri (ve

son derece ilginç ve zevkli) konular için benden çok daha yet-

kin kiflilerin çok de¤erli kitaplar› var. Kitab›n sonundaki kay-

nakçada bu kitaplar›n büyük ço¤unlu¤unu bulabilirsiniz.

Kitab›n dört bölümünü yazan Ayfle Berkman’›n ODTÜ’lü

ö¤rencileri Ali Altu¤ ve Aykut Arslan, ‹lksen Acunalp, Tolga

Karayayla, Niyazi An›l Gezer’e ve hocalar› Ayfle Berkman’a, bi-

rinci dönemin ders notlar›n› bafltan sona okuyup düzeltmeler

yapan Betül Tanbay’a, düzeltmeler yapmakla yetinmeyip bu

notlar› yazmam için gerekli ortam› sa¤layan eflim Özlem Beyars-

lan’a ve befl y›ld›r yapt›¤›m her fleyde büyük katk›s› olan asista-

n›m Asl› Can Korkmaz’a hepimiz ad›na çok teflekkür ederim.

Ali Nesin

27 Eylül 2010



1. Her fiey S›ralanamaz

“Ahmet, Belgün’den daha uzun boyluysa, Belgün de Ce-
mal’den daha uzun boyluysa, Ahmet, Cemal’den daha uzun

boyludur,” önermesi hiç kuflkusuz do¤rudur. Çünkü A < B ve
B < C eflitsizliklerinden, A < C eflitsizli¤i ç›kar.

fiu önermeyi ele alal›m flimdi: “Ahmet, Belgün’den daha iyi
satranç oynuyorsa ve Belgün de Cemal’den daha iyi satranç oy-
nuyorsa, Ahmet, Cemal’den daha iyi satranç oynuyordur.”

Bu önerme do¤ru mudur? Ahmet gerçekten Cemal’den da-
ha iyi satranç oynuyorsa, önerme do¤rudur elbet. Ama genel
olarak, herhangi üç kifli için do¤ru mudur bu önerme? Bir bafl-
ka deyiflle, A, B ve C herhangi üç kifliyi simgeliyorsa, A, B’den,
B de C’den daha iyi satranç oynuyorsa, A, C’den daha iyi sat-
ranç oynuyor diyebilir miyiz?

Satranç analizi zor bir oyun. Satranç oynamak yerine zar
atal›m.

1.1. Bir Zar Oyunu. A ve B diye adland›raca¤›m›z iki zar›n
alt› yüzünde flu say›lar yaz›l› olsun:

A: 1 4 5 7 9 12
B: 2 3 6 8 10 11

Okuma Parças›



1 4 5 7 9 12
2 B A A A A A

3 B A A A A A

6 B B B A A A

8 B B B B A A

10 B B B B B A

11 B B B B B A

Bu iki zar birbiriyle “en yüksek say›y› atma” oyunu oyna-
sa, hangisi daha çok kazan›r, yani hangi zar›n kazanma olas›l›-
¤› daha yüksektir? Bu soruyu yan›tlamak için gelebilecek zarla-
r› bir tabloyla gösterelim.

Örne¤in, A’ya 9, B’ye 3 geldi¤i durumu beflinci sütunla
ikinci s›ran›n kesiflti¤i yerde (gölgelenmifl karede) gösterdik.
A’n›n B’yi yendi¤i zar at›fllar›n› A ile, B’nin A’y› yendi¤i zar
at›fllar›n› B ile gösterdik.

Say›ld›¤›nda görülece¤i gibi, B, A’y› 19 kez yeniyor. Demek
ki B’nin A’y› yenme olas›l›¤› 19/36’d›r. Ve elbet, A’n›n B’yi
yenme olas›l›¤› 17/36’d›r1.

Dolay›s›yla iki zardan birini seçmek gerekirse B zar›n› seçme-
liyiz, çünkü B zar›yla kazanma olas›l›¤›m›z› art›rm›fl oluruz. Bu
oyunu B zar›yla (A zar›na karfl›) 36 milyon kez oynayacak olsak,
afla¤› yukar› 19 milyonunda kazan›r›z, geriye kalan 17 milyonun-
da kaybederiz. Sonuç olarak B zar› A zar›ndan daha iyidir.

Bu kez üç zar›m›z olsun: A, B ve C zarlar›. Ve zarlar›n üs-
tünde flu say›lar yaz›l› olsun:

A: 1 5 6 10 13 18
B: 2 3 7 11 16 17
C: 4 8 9 12 14 15

Bu zarlarla C, B’yi 20/36 olas›l›kla yener (hesaplar› okura
b›rak›yorum.) B de A’y› 19/36 olas›l›kla yener. Demek ki C za-
r› B zar›ndan ve B zar› A zar›ndan daha iyidir. En iyi zar›n C
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1 Eflitlik (yeniflememek) olmad›¤›ndan, bu iki olas›l›¤›n toplam› 1 olmal›d›r.
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oldu¤u sonucuna varabilir miyiz?
C’yle A’y› birbirleriyle kap›flt›racak olursak, C’nin A’y› ger-

çekten de 21/36 olas›l›kla yendi¤ini görürüz.
Demek C, hem A’y› hem de B’yi yeniyor. Hiç kuflku yok ki

bu örnekte C en iyi zard›r.

Birinci Soru. Öyle A, B ve C zarlar› var m›d›r ki, A zar› B
zar›n› yensin2, B zar› C zar›n› yensin ve C zar› A zar›n› yensin?

Ayr›ca zarlar›n üstünde 18 de¤iflik say› olsun3?

Birinci Sorunun Yan›t›. Evet vard›r! Bu zarlar› bulaca¤›z.
Hatta öyle zarlar bulaca¤›z ki, A, B ve C birbirlerini hep ayn› so-
nuçla, 19’a 17 yenecek! Ve atacaklar› ortalama zar ayn› olacak!

1’le 18 aras›ndaki say›lar› rastgele bir biçimde A, B ve C’ye
da¤›tal›m. E¤er flansl› bir günümüzdeysek istedi¤imize ulafl›r›z.
fians›m›z› deneyelim. Diyelim A, B ve C’ye flu say›lar› da¤›tt›k:

A : 3 5 8 12 14 16
B : 2 4 9 11 13 18
C : 1 6 7 10 15 17

Bu zarlar› yar›flt›r›rsak flu sonuçlar› elde ederiz:
A-B : 19–17
B-C : 19–17
C-A : 18–18

‹lk iki karfl›laflma istedi¤imiz gibi, ama son karfl›laflma iste-
di¤imiz gibi de¤il. C’nin A’y› yenmesini istiyorduk, oysa yeni-
flemediler. Demek ki C’yi güçlendirip A’y› zay›flatmam›z gere-
kir. A’n›n büyük bir say›s›n› C’nin küçük bir say›s›yla de¤iflti-
rirsek istedi¤imiz olur ama, o zaman da istemeden A-B ve B-C
sonuçlar›n› de¤ifltirebiliriz... Bunu engellemeliyiz ama nas›l?
A’n›n hangi büyük say›s›yla C’nin hangi küçük say›s›n› de¤iflti-

2 Olas›l›k olarak sözediyoruz burda elbet. Yani A’n›n B’yi yenme olas›l›¤› 1/2’den
büyük olsun.

3 E¤er böyle 18 de¤iflik say› varsa, dilersek bu say›lar› 1’den 18’e kadar alabiliriz.



relim ki, A-B ve B-C karfl›laflmalar› (yani B’nin yapt›¤› karfl›lafl-
malar) bu de¤iflimden etkilenmesinler? A’n›n 8’iyle C’nin 7’sini
de¤ifltirirsek, hem C güçlenmifl hem de A zay›flam›fl olur, hem
de A-B ve B-C karfl›laflmalar› bu de¤iflimden etkilenmezler!
Çünkü B’nin bir say›s› 7’den küçükse, 8’den de küçüktür;
8’den küçükse 7’den de küçüktür... Dedi¤imiz gibi yapal›m ve
7’yle 8’in yerlerini de¤ifltirelim:

A: 3 5 7 12 14 16
B: 2 4 9 11 13 18
C: 1 6 8 10 15 17

Bu yeni zarlarda A-B, B-C ve C-A karfl›laflmalar› hep ayn›
sonuçla, 19-17 biter. ‹stedi¤imiz gibi A, B, C zar› bulduk.

Okur herhalde ilk denememdeki A, B, C zarlar›n›n say›lar›n›
rastgele yerlefltirdi¤ime inanm›yordur. Okur inanmamakta hakl›.
‹lk zarlar› nas›l buldu¤umu anlatay›m.

Herhangi iki zar›n 5-6, 7-8 gibi ard›fl›k iki say›y› paylaflma-
lar› iflime gelir. Hatta bunun bir de¤il iki ard›fl›k say› çifti için
böyle olmas› daha da iyi olur. Gerekirse birini, gerekirse di¤e-
rini güçlendirmek için kullan›r›m. Böylece hatay› gidermem ko-
lay olur, çünkü böylece di¤er iki karfl›laflman›n sonucunu de¤ifl-
tirmeden istedi¤im karfl›laflman›n sonucunu istedi¤im yönde
de¤ifltirebilirim. Bunu biliyorum. Dolay›s›yla ilk denememde
bunu sa¤lamaya çal›flmal›y›m. Say›lar› zarlara flöyle da¤›tal›m:

Yani flöyle:

B: 18
C: 15 17
A: 1 12 14 16
B: 2 4 11 13
C: 3 5 7 10
A: 6 8
B: 9
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A : 1 6 8 12 14 16
B : 2 4 9 11 13 18
C : 3 5 7 10 15 17

Bu zarlar aralar›nda oynarlarsa her karfl›laflma 18-18 bera-
bere biter... Oysa ben - örne¤in - A’n›n B’yi yenmesini istiyo-
rum. 1’le 2’nin yerlerini de¤ifltirirsem, A’y› güçlendiririm, B’yi
zay›flat›r›m ve C’nin karfl›laflmalar›n›n sonuçlar›n› de¤ifltir-
mem. Bu de¤ifltirmeyi yapacak olursam A-B karfl›laflmas› iste-
di¤im gibi biter ve B-C ve A-C karfl›laflmalar›nda bir de¤ifliklik
olmaz. B-C karfl›laflmas›n› B’ye kazand›rtmak için 4’le 5’in yer-
lerini de¤ifltireyim. Böylece B-C karfl›laflmas›n› B kazan›r ve A-

B karfl›laflmas›n› hâlâ A kazan›r, hem de ayn› sonuçla. Son ola-
rak, C-A karfl›laflmas›n› C’ye kazand›rtmak için 7’yle 8’in yer-
lerini de¤ifltirebilirim. Sonuç olarak flu zarlar› elde ederim:

A : 2 6 7 12 14 16
B : 1 5 9 11 13 18
C : 3 4 8 10 15 17

Ve flu sonuçlar› elde ederiz:
A-B : 19-17
B-C : 19-17
C-A : 19-17

‹stedi¤imiz de buydu zaten. Üstelik her üç zar›n ortalama say›-
s› ayn›: 57/6 = 9,5. 

‹kinci Soru. Ayn› fleyi dört zarla yapmaya çal›flal›m. Üstle-
rinde 1’den 24’e kadar tüm say›lar›n bulundu¤u öyle dört A, B,
C, D zar› bulal›m ki A-B, B-C, C-D ve D-A karfl›laflmalar›n›n
sonucu 19-17 olsun. Ayr›ca A-C ve B-D karfl›laflmalar›n›n so-
nucu 18-18 olsun!

‹kinci Sorunun Yan›t›. Yukarda anlatt›¤›m›z yöntemi dene-
yelim.

Zarlar› ilk aflamada flöyle da¤›tal›m:

1. Her fiey S›ralanamaz 7



Yani zarlar›m›z›n yüzleri flöyle olsun:
A: 1 8 11 16 19 22
B: 2 5 12 15 18 21
C: 3 6 9 14 17 24
D: 4 7 10 13 20 23

Karfl›laflmalar›n sonuçlar›n› da yazal›m:
A-B : 19-17
B-C : 18-18
C-D : 17-19
D-A : 18-18
A-C : 19-17
B-D : 19-17

Tam istedi¤imiz gibi olmad› ama pek uzak say›lmay›z. A-B

karfl›laflmas› tam istedi¤imiz gibi sonuçland›: 19-17. Ama öbür
karfl›laflmalar›n hiçbiri istedi¤imiz gibi sonuçlanmad›. ‹kinci ve
üçüncü karfl›laflmalara bakal›m ilk olarak. ‹kinci karfl›laflma
18-18 bitmifl, oysa biz B’nin 19-17 kazanmas›n› istiyorduk.
Demek ki B’yi C’den 1 say› daha güçlü k›lmal›y›z. Üçüncü kar-
fl›laflma 17-19 skoruyla D’nin lehine bitmifl, oysa biz tam tersi-
ni istiyorduk. Demek ki C’yi D’den daha güçlü k›lmal›y›z. Bu
isteklerimizi ilk iki sütunla oynayarak yerine getirebiliriz:

A : 1 8 11 16 19 22
B : 4 5 12 15 18 21
C : 3 7 9 14 17 24
D : 2 6 10 13 20 23

C: 24
D: 20 23
A: 1 16 19 22
B: 2 5 15 18 21
C: 3 6 9 14 17
D: 4 7 10 13
A: 8 11
B: 12

8 1. Her fiey S›ralanamaz



Bu yeni zarlarla sonuçlar flöyle:
A-B : 19-17
B-C : 19-17
C-D : 19-17
D-A : 18-18
A-C : 19-17
B-D : 18-18

Dördüncü ve beflinci karfl›laflmalar hâlâ daha istedi¤imiz gi-
bi de¤il. Örne¤in A-C karfl›laflmas›n› iki say› farkla A kazan-
m›fl. Oysa biz bu karfl›laflman›n 18-18 berabere bitmesini isti-
yorduk. Demek ki C’yi A’dan 1 puan güçlendirmeliyiz. Bunun
için 7’yle 8’in yerlerini de¤ifltirelim. A-D karfl›laflmas›n› da yo-
luna koymak için 10’la 11’in yerlerini de¤ifltirelim. ‹flte zarlar:

A: 1 7 10 16 19 22
B: 4 5 12 15 18 21
C: 3 8 9 14 17 24
D: 2 6 11 13 20 23

Bu yeni zarlarla sonuçlar flöyle:
A-B : 19-17
B-C : 19-17
C-D : 19-17
D-A : 19-17
A-C : 18-18
B-D : 18-18

Tam istedi¤imiz gibi... Ayr›ca her zar›n ortalamas› 75/6’d›r
ve her oyuncu 19 + 19 + 18 say› elde eder, yani averajda da
eflitlik bozulmaz.

Yaz›n›n bafl›nda sordu¤um satranç sorusunun yan›t›n› hâlâ
daha bilmiyorum. Ama yukardaki bulgular›m bana satrançta
“daha iyi oyuncu” iliflkisinin bir 

�����������olmad›¤›n› f›s›l-
d›yor. Kimi oyuncu oyun bafl›nda, kimi oyuncu oyun ortas›n-
da, kimi oyuncuysa oyun sonunda iyi olabilir. Kimi oyuncu sa-
vunmada iyidir. Kimisi h›rsl› oyuncuya karfl› daha iyi oynar...

1. Her fiey S›ralanamaz 9



Bir satranç oyununu kazand›ran (ya da kaybettiren) birçok ele-
man oldu¤undan, “daha iyi satranç oyuncusu” iliflkisinin bir
tams›ralama oldu¤unu hiç sanm›yorum.
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2. S›ralama

‹
lk bölümde her fleyin s›ralanmayaca¤›n› gördük. Ama bu,
hiçbir fley s›ralanmaz anlam›na gelmez tabii ki. Baz› fleyler
bal gibi s›ralan›r. Örne¤in ÖSS s›nav sonuçlar›na göre genç-

lerimiz s›ralanabilirler, s›ralan›yorlar da...
Bu bölümde s›ralaman›n matematiksel anlam›n› ve bir sürü

örnek görece¤iz. Matematiksel tan›m› daha sonraya saklayarak
örneklerle bafllayal›m.

Örnek 2.0.1. ‹lk örne¤imiz do¤al say›lar kümesi ol-
sun. En küçük do¤al say› 0’d›r, sonra 1 gelir, sonra 2, vs.
Herhangi iki do¤al say›y› büyüklüklerine göre karfl›laflt›-
rabiliriz. Örne¤in 3 < 5. Ayr›ca 5 < 8. Dolay›s›yla 3 < 8
vs. Do¤al say›lar, herkesin bildi¤i üzere

0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < ...
diye s›ralanm›fllard›r. Bu s›ralaman›n en küçük eleman›

vard›r (o da 0’d›r). Ama en büyük eleman› yoktur, her do-
¤al say›dan daha büyük do¤al say› vard›r çünkü. Bu s›ra-
laman›n bir baflka özelli¤i de her eleman›n hemen bir bü-

yü¤ünün olmas›, 25’in bir büyü¤ü 26’d›r örne¤in. Ayr›ca,
bu s›ralamada, 0 d›fl›nda her eleman›n bir öncesi de vard›r.
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Do¤al say›lar›n bu s›ralamas›na do¤al s›ralama ad›n› vere-
ce¤iz ve bu s›ralamay› ( , <) olarak gösterece¤iz. Do¤al say›la-
r›n do¤al s›ralamas›n› bir önceki sayfada solda resmettik. Kü-
çük elemanlar› afla¤›ya, büyük elemanlar› yukar›ya yazd›k.
Görsel olarak hep böyle yapaca¤›z, küçükleri afla¤›ya, büyükle-
ri yukar›ya yazaca¤›z.

Örnek 2.0.2. ‹kinci örne¤imizde do¤al say›larda al›fl›k oldu-
¤umuz s›ralamay› ters çevirelim: Bu sefer en küçük say› (yani 0)
bu yeni s›ralamaya göre en “büyük” eleman olacak. Say›lar› bir
s›navda yap›lan yanl›fl say›s› olarak yorumlarsak böyle bir s›ra-
laman›n neden gerekli olabilece¤ini anlar›z. Bu kez 0 pu-
an alan (yani 0 yanl›fl yapan) en iyisidir, ondan daha iyisi
yoktur. 1 puan alan da fena de¤ildir ama 0 puan kadar iyi
de¤ildir. Bu s›ralamay› ! iflaretiyle gösterelim:

... ! 5 ! 4 ! 3 ! 2 ! 1 ! 0.
Bu yeni s›ralaman›n en büyük eleman› var, 0. Ama en
küçük eleman› yok, her eleman›n hemen bir küçü¤ü var,
örne¤in 5’in bir küçü¤ü bu s›ralamaya göre 6. Ayr›ca 0
d›fl›nda her say›n›n hemen bir büyü¤ü var. Bu s›ralama-
ya göre 5’in hemen bir büyü¤ü 4’tür. Yandaki flekilde bu
yeni s›ralamay› resmettik. En büyük eleman› en tepede
gösterdik, elemanlar küçüldükçe afla¤›land›lar. Afla¤›
do¤ru istedi¤imiz kadar gidebiliriz.

Do¤al say›lar›n do¤al s›ralamas›yla kar›flmas›n diye bu yeni
s›ralamay› ! simgesiyle gösterdik. Do¤al say›lar üstündeki bu
yeni s›ralamaya gelecekte ( , !) olarak gönderme yapaca¤›z.

Dikkatli okur, bu s›ralamayla negatif tamsay›lar›n s›rala-
mas› aras›nda büyük bir ayr›m olmad›¤›n› görmüfltür. Nitekim,
bildi¤imiz s›ralamayla, negatif tamsay›lar, aynen bu örnekte ol-
du¤u gibi,

... <  5 <  4 <  3 <  2 <  1 < 0.
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Örnek 2.0.3. Üçüncü örne¤imizi gönül ifllerinden seçelim,
daha heyecanl› oluyor. Diyelim Gül’ün befl talibi var: Ayhan,
Burak, Can, Do¤an ve Erdem. Gül, bu
befl talipten birini seçmek için delikan-
l›lar› s›navdan geçiriyor. En öncelikli
k›stas› zekâ oldu¤undan önce talipleri-
ne satranç oynat›yor. Ayhan herkese
yeniliyor, Burak hem Can’a hem de
Do¤an’a yeniliyor. Zaman kalmad›¤›ndan baflka da maç yap›l-
m›yor. Bu aflamada Gül’ün s›ralamas›n› flöyle gösterebiliriz:

A < B < C, A < B < D ve A < E.
Burada A Ayhan’›, B Burak’› vs temsil ediyor elbette. S›ralama-
y› yukarda fleklettik. En düflük puan alan Ayhan’› en alt s›raya
yerlefltirdik.

Bu aflamada Gül Erdem’le Burak aras›nda bir k›yaslama ya-
pam›yor henüz ama bu k›yaslayamama yukardakinin bir s›ra-
lama ya da k›smi s›ralama olmas›na engel olmayacak. (Mate-
matiksel tan›m biraz sonra...)

Gül, Erdem’le Can ve Do¤an’› da k›yaslayam›yor. Ama
Can’› ve Do¤an’› Burak’a tercih ediyor. 

Örnek 2.0.4. Dördüncü örne¤imizde bir kümenin altküme-
lerini ‘küçükten büyü¤e’ s›ralayaca¤›z. E bir küme olsun (Ev-
ren’in E’si.) E’nin altkümeleri kümesine X diyelim. Örne¤in

E = {0, 1, 2}
olabilir. O zaman X’in flu 8 eleman› vard›r:

!
{0}, {1}, {2},
{0, 1}, {1, 2}, {0, 2}
{0, 1, 2} = E.

E¤er A, B " X ise, yani A ve B, E’nin altkümeleriyse, “A,
B’den küçüktür” iliflkisini A # B olarak tan›mlayal›m. Yani A,
B’nin özaltkümesiyse (A $ B ve A % B ise), o zaman A’n›n

A

B

C D E
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B’den küçük oldu¤unu söyleyelim. Bu, birazdan tan›mlayaca¤›-
m›z anlamda bir s›ralamad›r.

Bu s›ralamada, üçüncü s›ralamadaki gibi karfl›laflt›r›lama-
yan elemanlar vard›r. Örne¤in X’in {0} ve {1} elemanlar› (yani
E’nin {0} ve {1} altkümeleri) karfl›laflt›r›lamazlar; birbirlerine
eflit olmad›klar› gibi ne biri di¤erinin ne de beriki öbürünün
özaltkümesidir.

Bu s›ralamay› E = {0, 1, 2} duru-
munda “afla¤›dan yukar› do¤ru” yan-
daki gibi resmedebiliriz.

Gelecekte bu s›ralamaya (&(E), #)
s›ral› çifti olarak gönderme yapaca¤›z.
Burada, &(E), E’nin altkümeler küme-
si, yani X anlam›na geliyor.

Örnek 2.0.5. Gene do¤al say›lar› ele alal›m. E¤er x, y’yi
(do¤al say›larda) bölüyorsa, yani xz = y eflitli¤ini sa¤layan bir z
do¤al say›s› varsa, ama x % y ise, x, y’den (flu anda tan›mlamak
üzere oldu¤umuz s›ralamaya göre) “küçük” olsun. Yani bölen
say›lar küçük, bölünen say›lar büyük...

0, kendisi d›fl›nda hiçbir say›y› bölmedi¤inden (çünkü z ne
olursa olsun 0z = 0 % y), 0’dan büyük say› yoktur. Öte yandan
(0 dahil!) her say› 0’› böldü¤ünden (çünkü x0 = 0) her say›
0’dan küçüktür. Dolay›s›yla do¤al s›ralaman›n en küçük ele-
man› olan 0 bu s›ralaman›n en büyük eleman›d›r.
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1 her say›y› böldü¤ünden, 1 bu s›ralaman›n en küçük ele-
man›d›r. Asal say›lar da 1’den “bir boy büyük” elemanlard›r
elbette: 1’le bir asal say› aras›nda bu s›ralamaya göre bir baflka
eleman yoktur.

Bu s›ralamaya göre, bir p asal›ndan bir büyük elemanlar p2

ve bir q asal› için pq biçiminde yaz›lan elemanlard›r. Bu s›rala-
man›n küçük bir parças›n›n bir resmini yukar›da sunduk.

Bölen say›lar› afla¤›ya, bölünen say›lar› yukar› yazd›k, ayr›-
ca bu iki say›y› bir do¤ruyla birlefltirdik. Ancak flekil kar›flma-
s›n diye, örne¤in, 2 ile 36 aras›na bir do¤ru çizmedik (bu yön-
temle çizilen flekle Hasse diyagram› denir.) 2’den 36’ya giden
en az bir yükselen yol oldu¤undan 2’nin (bu s›ralamaya göre)
36’dan küçük oldu¤u flekle bak›nca anlafl›l›yor.

Bu s›ralaman›n tan›m› son derece basit ama kendisi de bir
o kadar karmafl›k. Yukardaki flemaya bir de 7’yi eklerseniz bu
s›ralaman›n ne kadar karmafl›k bir s›ralama oldu¤unu daha iyi
anlars›n›z, hatta sadece dördüncü kat› tamamlamaya çal›fl›n...

Bir say›y› asallara ay›rarak say›n›n 1’den yüksekli¤ini de he-
saplayabiliriz. Örne¤in,

60 = 22 ' 31 ' 51

oldu¤undan, 60’›n yüksekli¤i 2 + 1 + 1 = 4’tür, yani 1’den bafl-
layarak tam dört ad›mda 60’a ulaflabiliriz, örne¤in
1–2–6–30–60 bu yollardan biridir.

Gelecekte bu s›ralamaya ( , |) olarak gönderme yapaca¤›z.

Örnek 2.0.6. Sonlu Kümeler Üzerine S›ralama. Her ne kadar
matematiksel de¤eri olmasa da, pedagojik önemi oldu¤undan az
say›da eleman› olan kümeler üzerine s›ralamalar› bulal›m. 

E¤er X boflkümeyse ya da X’in tek bir eleman› varsa, X’te
k›yaslayabilece¤imiz iki de¤iflik eleman olamayaca¤›ndan bu
durumlarda yapacak bir fley yok, bu kümeler üzerine sadece
tek bir s›ralama vard›r: bofls›ralama denilen ve hiçbir eleman›n
hiçbir elemanla k›yaslanmad›¤› tek bir s›ralama.
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E¤er X’in iki eleman› varsa, diyelim X = {a, b} ise, o zaman X
üzerine afla¤›da görülen üç de¤iflik s›ralama vard›r. Bunlardan son
ikisi birbirlerine çok benzerler, birbirlerinden ‘gerçekten farkl›’ ol-

duklar›n› söylemek zor... ‹lerde, “eflyap›sall›¤›” tan›mlad›¤›m›zda,
son iki s›ralaman›n eflyap›sal olduklar›n› söyleyece¤iz.

fiimdi X’in üç eleman› oldu¤unu varsayal›m. O zaman, X
üzerine 19 tane de¤iflik ama sadece 5 tane “gerçekten de¤iflik”
yani “eflyap›sal olmayan” s›ralama vard›r.

Eleman say›s› dörde ç›karsa s›ralama say›s› çok artar. Bun-
lar›n say›s›n› bulmay› okura b›rak›yoruz.

Sonlu s›ralama örneklerini saymazsak, yukarda befl s›rala-
ma örne¤i verdik. ‹lk ikisi ve sonuncusunda do¤al say›lar› üç
de¤iflik biçimde s›ralad›k: ( , <), ( ,  ), ( , |). Birincisinde do-
¤al s›ralamay› ald›k. ‹kincisinde do¤al s›ralamay› ters çevirdik.
Sonuncusunda ise s›ralamay› bölünebilirlikle tan›mlad›k. Gö-
rüldü¤ü gibi ayn› küme de¤iflik biçimlerde s›ralanabiliyor.

Son dört örnekte de görülebilece¤i gibi illa iki farkl› ele-
mandan birinin di¤erinden küçük olmas› gerekmiyor. Bu du-
rum ilk iki örnekte zuhur etmiyor; bu s›ralamalarda birbirin-
den farkl› herhangi iki eleman› karfl›laflt›rabiliyoruz.

16 2. S›ralama
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Matematiksel Tan›m. Üstünde bir s›ralama tan›mlayaca¤›-
m›z kümeye X diyelim. X ’in elemanlar›n› bir biçimde s›rala-
mak istiyoruz. ‹lla birinci, ikinci diye de¤il, çünkü X ’te birinci
ya da ikinci olmayabilir.

S›ralama dedi¤imiz fley, X ’in baz› elemanlar›n›n X ’in baz›
elemanlar›ndan daha küçük (ya da daha büyük) olduklar›n›
buyurmakt›r. Öylesine bir buyruk de¤il ama... Bu buyru¤un flu
iki özelli¤i sa¤lamas› gerekir:

S1. Hiçbir eleman kendinden küçük olamaz.
S2. E¤er x, y ’den küçükse ve y de z’den küçükse, o zaman

x, z’den küçük olmal›d›r.

Bu iki özelli¤i sa¤layan ikili bir iliflkiye s›ralama denir.
E¤er “x, y’den küçüktür” ifadesini x < y olarak k›salt›rsak,

o zaman yukardaki S1 ve S2 koflullar› flu biçimde yaz›l›rlar:

S1. Hiçbir x " X için x < x olmaz.

S2. Her x, y, z " X için, e¤er x < y ve y < z ise, x < z’dir1.

Dikkat ederseniz herhangi iki eleman›n karfl›laflt›r›labilece-
¤ini söylemiyor s›ralama koflullar›, yani x’in y’den küçük olma-
d›¤›, y’nin de x’ten küçük olmad›¤› x % y elemanlar› olabilir. Bu
yüzden bu koflullar› sa¤layan bir s›ralamaya kimi zaman k›smi

s›ralama dendi¤i de olur.
Herhangi iki eleman›n karfl›laflt›r›labildi¤i bir s›ralamaya,

yani S1 ve S2 d›fl›nda,

S. Her x, y " X için, ya x < y ya y < x ya da x = y

koflulunu sa¤layan bir s›ralamaya tams›ralama denir. Yaz›n›n
bafl›nda verdi¤imiz ilk iki örnek birer tams›ralamad›r, son üç ör-
nek ise tams›ralama olmayan k›smi s›ralamalard›r çünkü son üç
örnekte karfl›laflt›r›lamayan (ve eflit olmayan) elemanlar vard›r.

1 S1 özelli¤ine sahip bir ikili iliflkiye yans›mas›z iliflki denir. S2 özelli¤ine sahip
bir ikili iliflkiye ise geçiflkenli ya da geçiflli iliflki denir, bkz. [SKK].



Tams›ralamalar› daha sonraki bölümlerde daha ayr›nt›l›
olarak konu edece¤iz.

Bir s›ralamada < yerine kimi zaman # (dördüncü örnekte
oldu¤u gibi), ≺, !, " gibi baflka imgelerin kullan›ld›¤› da olur.
Örne¤in do¤al say›lar› tersten s›ralad›¤›m›z ikinci örne¤imizde
“do¤al s›ralama”yla kar›flmas›n diye < yerine ≺ imgesini kul-
lanm›flt›k. Gene do¤al say›lar› s›ralad›¤›m›z beflinci örne¤imiz-
de s›ralama bölünebilirli¤e göre tan›mland›¤›ndan, < yerine |
imgesini kullanmak yerinde bir karard›.

E¤er bir s›ralamada x < y ise, y’nin (bu s›ralama için) x’ten
daha büyük oldu¤unu söyleriz.

Bir s›ralamada hem x, y’den hem de y, x’ten küçük olamaz,
çünkü o zaman S2’de z = x alarak, x < x buluruz ki bu da S1’le
çeliflir.

E¤er < diye adland›r›lan bir s›ralama verilmiflse, elemanlar
aras›nda eflitli¤i de içeren ve genellikle ≤ imiyle simgelenen iki-
li bir iliflki flöyle tan›mlan›r:

x ≤ y ( x < y ya da x = y. (1)
≤ ikili iliflkisi flu özellikleri sa¤lar:

T1. Her x " X için x ≤ x.
T2. Her x, y, z " X için, e¤er x ≤ y ve y ≤ z ise, x ≤ z’dir.
T3. Her x, y " X için, e¤er x ≤ y ve y ≤ x ise, x = y eflitli¤i

do¤rudur.

< iliflkisinin S1 ve S2’yi sa¤lad›¤›n› varsayarak yukar›da ta-
n›mlanan ≤ iliflkisinin T1, T2 ve T3’ü kan›tlayal›m. T1 ve T2’nin
do¤ruluklar› çok bariz. T3’ü kan›tlayal›m. x ≤ y ve y ≤ x olsun.
E¤er x % y ise, ≤ iliflkisinin tan›m›na göre x < y ve y < x olur. Bun-
dan ve S2’den x < x ç›kar, ki bu da S1’le çeliflir.

E¤er bir X kümesi üzerine yukardaki T1, T2, T3 özellikle-
rini sa¤layan bir ≤ ikili iliflkisi verilmiflse ve < ikili iliflkisini,

x < y ( x ≤ y ve x % y (2)
olarak tan›mlarsak, o zaman < iliflkisi S1 ve S2 özelliklerini sa¤-
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lar, dolay›s›yla bir s›ralama olur. Bunun kan›t› çok basittir ve
okura b›rak›lm›flt›r.

Kolayca görülece¤i üzere S1 ve S2 özelli¤ini sa¤layan bir s›-
ralamayla, T1, T2 ve T3 özelli¤ini sa¤layan ikili iliflkiler aras›n-
da bir eflleme vard›r. Birinden di¤eri aç›klanan yöntemlerle el-
de edilir. Ve aç›klanan yöntemler iki kez uyguland›¤›nda baflla-
nan ikili iliflki bulunur. Yani S1 ve S2 özelliklerini sa¤layan bir
< s›ralamas›ndan bafllarsak ve bu s›ralamaya önce (1), sonra da
(2) yöntemini uygularsak bafllad›¤›m›z < s›ralamas›n› buluruz.
Ayr›ca e¤er T1, T2 ve T3 özelliklerini sa¤layan bir ≤ iliflkisin-
den bafllarsak ve bu iliflkiye önce (1), sonra da (2) yöntemini
uygularsak bafllad›¤›m›z ≤ iliflkisini buluruz.

Demek ki S1 ve S2 özelliklerini sa¤layan bir s›ralamayla T1,
T2 ve T3 özelliklerini sa¤layan bir ikili iliflki aras›nda pek bir
fark yoktur. Bu yüzden bundan böyle T1, T2, T3 özelliklerini
sa¤layan bir ikili iliflkiye de s›ralama diyece¤iz. E¤er s›ralamay›
<, ≺, # , !, " gibi bir simgeyle tan›mlarsak, s›ralaman›n S1 ve S2
özelliklerini sa¤lad›¤›n›, ama e¤er s›ralamay› ≤, #, $, %, &, ' gi-
bi bir simgeyle tan›mlarsak T1, T2, T3 özelliklerini sa¤lad›¤›n›
varsayaca¤›z2.

T1, T2, T3 özelliklerini sa¤layan bir ≤ s›ralamas›n›n bir
tams›ralama olmas› için,

T. Her x, y " X için, ya x ≤ y ya da y ≤ x
özelli¤inin sa¤lanmas› yeter ve gerek kofluldur elbette.

T1, T2, T3 özelliklerini sa¤layan bir ≤ s›ralamas›nda e¤er
x ≤ y ise, “x, y’den küçükeflittir” ya da “y, x’ten büyükeflittir”
diyece¤iz.

E¤er bir s›ralama verilmiflse, >, ≥, (, ), *, +, ,, - gibi an-
lam› bariz olan ve al›fl›k oldu¤umuz simgeleri hiç çekinmeden
kullanaca¤›z. Örne¤in:
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ralama de¤ilse, eflyap› fonksiyonlar›nda sorun ç›kar.



x > y ( y < x
x ≥ y ( y ≤ x
x + y ( x ≥ y do¤ru de¤ilse
x , y ( x  y do¤ru de¤ilse

Dikkat! E¤er (X, <) bir tams›ralama de¤ilse, x ( y illa x ≥ y
anlam›na gelmeyebilir, çünkü x ve y karfl›laflt›r›lamaz da olabi-
lirler. 

Dört sayfay› aflan bir örnek ve tan›m fasl›ndan sonra bölü-
mün kalan k›sm›nda s›ralamalar›n baz› özelliklerini ve baz› s›-
ralama örnekleri gösterece¤iz.

2.1. Daha Matematiksel Bir Deyiflle...
S›ralaman›n as›l matematiksel tan›m› flöyledir. X bir küme

olsun. A $ X ' X,

S1. Her x " X için (x, x) ) A,
S2. Her x, y, z " X için, e¤er (x, y) " A ve (y, z) " A

ise o zaman (x, z) " A olur

özelliklerini sa¤layan bir altküme olsun. O zaman A’ya X üze-
rine bir s›ralama denir ve bu s›ralama (X, A) olarak yaz›l›r.

X üzerine bir ikili iliflki sadece X ' X’in bir altkümesidir
[SKK, S‹]. Demek ki bir s›ralama S1 ve S2 özelliklerini sa¤layan
bir ikili iliflkidir.

E¤er (X, A) bir s›ralamaysa, s›k s›k (x, y) " A yerine x < y
gibi sezgilerimize daha fazla hitap eden ve daha fazla anlam
ima eden bir yaz›l›m kullan›l›r. O zaman s›ralama (X, A) yeri-
ne (X, <) olarak yaz›l›r.

Bu tan›mdan da anlafl›laca¤› üzere, e¤er A = ! ise S1 ve S2
özellikleri do¤ru olur ve böylece hiçbir eleman›n hiçbir elemanla
karfl›laflt›r›lmad›¤› bofls›ralama ad› verilen (X, !) s›ralamas›n› el-
de ederiz. Bofls›ralamaya karars›z s›ralama ad›n› da verebiliriz.
Zaten tek bir eleman› olan bir küme üzerine sadece bofls›ralama
olabilir. Hayatta bofls›ralamadan daha ilginç s›ralamalar vard›r.

20 2. S›ralama



Al›flt›rma 2.1.1. X bir küme olsun. E¤er (X, A) ve (X, B) s›-
ralamalarsa ve A sub B ise, (X, B) s›ralamas›n›n (X, A) s›rala-
mas›ndan daha büyük oldu¤unu söyleyelim. X üzerine bir tam-
s›ralaman›n, A’n›n en büyük oldu¤u (X, A) s›ralamas› oldu¤u-
nu kan›tlay›n.

2.2. Eskilerden Yeni S›ralamalar Türetmek
Bu altbölümde bir s›ralamadan nas›l baflka s›ralamalar elde

edilece¤ini görece¤iz.

2.2.1. Bir S›ralamay› Ters Çevirmek. ‹kinci örne¤imiz olan
( , !) s›ralamas›nda birinci örne¤imiz olan ( , <) s›ralamas›n›
ters çevirmifltik, birinci örnekte büyük olan elemanlar ikinci ör-
nekte küçük olmufllard›. Genel olarak, herhangi bir s›ralamay›
ters çevirerek yeni bir s›ralama elde edebiliriz: E¤er <, X küme-
si üzerine bir s›ralamaysa, x  y iliflkisini y < x olarak tan›mla-

yal›m; o zaman  de X üzerine bir s›ralamad›r. Bu iki s›ralama
aras›nda kaydade¤er bir fark oldu¤unu söylemek zor, biri bilin-
di mi di¤eri de bilinir. Örne¤in birinin en küçük eleman› varsa
di¤erinin en büyük eleman› vard›r vs.

2.2.2. S›ral› Bir Kümenin Bir Altkümesini S›ralamak. S›ral›
bir X kümesinin bir Y altkümesi verilmiflse, X’in s›ralamas›n›
Y ’ye k›s›tlayarak Y ’yi de s›ralayabiliriz, yani Y kümesi X üst-
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kümesinin s›ralamas›yla s›ralan›r. X’in s›ralamas›n› sadece
Y ’nin elemanlar›na k›s›tlamak yeterlidir bunun için. Bu durum-
da Y ’nin s›ralamas›n›n X’in s›ralamas›ndan miras kald›¤› ya
da X’in s›ralamas›n›n kal›nt›s› oldu¤u söylenir. Örne¤in !’nin
do¤al s›ralamas› hem "’nün hem de #’nin do¤al s›ralamas›n›n
kal›nt›s›d›r.  ’nin do¤al s›ralamas› da hem !’nin hem "’nün
hem de #’nin do¤al s›ralamas›n›n kal›nt›s›d›r.

Y ’nin bu s›ralamas›na X’in alts›ralamas› denir.

2.2.3. Yeni Bir Eleman Eklemek. E¤er bir (X, <) s›ralamas›
verilmiflse ve a, X ’te olmayan bir elemansa, X * {a} kümesini
X’in s›ralamas›n› bozmayacak flekilde çeflitli biçimlerde s›rala-
yabiliriz. En kolay› ve en çok kullan›m alan› bulan› a’y› en te-
peye koymakt›r, yani a’y› en büyük eleman yapmakt›r. X * {a}
kümesinin bu s›ralamas›nda, X’in eski düzeni aynen korunur,
bir de ayr›ca a’n›n X’in tüm elemanlar›ndan daha büyük olaca-
¤› buyrulur. Yani her x, y " X * {a} için,

tan›m› yap›l›r.
Bir sonraki flekilde X ’in en tepesine eleman eklemeyi res-

mettik.
a eleman› yukardaki gibi X ’in tepesine eklendi¤inde a yerine

+ yazmak fena fikir olmayabilir ama bu fikri kullanmayaca¤›z.
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a ’y› X ’in tepesi yerine baflka bir yerine de ekleyebiliriz. Örne-
¤in X’in içinde flu özellikleri sa¤layan U ve V kümeleri oldu¤unu
varsayal›m: U * V = X ve U’nun her eleman› V’nin her eleman›n-
dan küçük. fiimdi a ’y› U ile V aras›na koyal›m, yani a’y› U ’nun

her eleman›ndan büyük ve V ’nin her eleman›ndan küçük yapa-
l›m. X * {a} kümesi üstünde yeni bir s›ralama elde ederiz. Böyle-
ce a eleman› di¤er bütün elemanlarla karfl›laflt›r›labilir olur.

Asl›nda a’y› en tepeye koymak bunun özel bir halidir: E¤er
yukardaki inflada U = X ve V = ! al›rsak, a’y› en tepeye koy-
mufl oluruz.

2. S›ralama 23

a’y› U ile V aras›na koymak

a

U

V

U

V

X X * {a}

a

S›ralanm›fl bir X kümesinin tepesine bir eleman eklemek

X



Yeni bir s›ralama elde etmek için illa U * V = X eflitli¤i sa¤-
lanmas› gerekmez. Bu eflitlik geçerli olmadan da a ’y› U ile V ara-
s›na koyabiliriz. Gene bir s›ralama elde etmek için U ve V ’nin
sa¤lamas› gereken gerek ve yeter koflulu bulmay› okura b›rak›-
yoruz.

Bunun bir baflka varyasyonu flöyledir: x " X ve
V = {y " X : x < y} ve U = {y " X : y ≥ x}

olsun. fiimdi a’n›n V’n›n elemanlar›ndan küçük ve U’nun ele-
manlar›ndan büyük oldu¤unu buyural›m. Böylece a’y› x’ten he-
men sonra koymufl oluruz. Bunun resmi de afla¤›da.

2.2.4. ‹ki S›ralamay› Toplamak. (U, <) ve (V, <) iki s›rala-
ma olsun. U ile V ’nin ayr›k olduklar›n›, yani kesiflimlerinin bofl
oldu¤unu varsayal›m. fiimdi, U ve V ’de varolan s›ralama d›fl›n-
da yeni herhangi bir s›ralama eklemeden U * V kümesini s›ra-
l› bir küme olarak alg›layabiliriz. (U .V, <) olarak simgeleye-
ce¤imiz bu s›ralamada U ’nun elemanlar›yla V ’nin elemanlar›
birbirleriyle k›yaslanamazlar.
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E¤er U ve V kümeleri ayr›k de¤illerse ve illa U ve
V ile yukardaki inflay› yapmak istersek, önce bu iki
kümeyi bir biçimde “ayr›klaflt›rmak” gerekir. Bunun
standart yolu U yerine U ' {0}, V yerine V ' {1} yaz-
makt›r. Ayr›ca U ve V ’nin s›ralamalar›n› bozmadan
U ' {0} ve V ' {1} kümelerine tafl›n›r. E¤er bu çok
meflakkatli geliyorsa, V ’nin elemanlar›na (U’nunkile-
re de¤il!) v yerine v2 ad›n› verilir. U = V =  duru-
munda bunun resmini yanda yapt›k.

U * V bileflimini (kümeler hâlâ ayr›k) flöyle de s›-
ralayabiliriz. U ve V’nin varolan s›ralamas›n› kabulle-
nip ayr›ca U’nun her eleman›n› V ’nin her eleman›ndan küçük
addedebiliriz. U * V kümesi üzerindeki bu s›ralamaya U + V
olarak gösterilir. Resmi afla¤›da.

 +  s›ralamas› önemlidir. Afla¤›da bu s›ralamay› göster-
dik, ancak yerden kazanmak için  +  s›ralamas›n› afla¤›dan
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yukar›ya de¤il, soldan sa¤a yazd›k. Zaten ilerde de elemanlar›
küçükten büyü¤e yazarken soldan sa¤a yazaca¤›z.

2.2.5. Fonksiyonla S›ralama. (Y, <) bir s›ralama, X bir kü-
me ve ƒ : X 3 Y herhangi bir fonksiyon olsun. X üzerine flu <
ikili iliflkisini tan›mlayal›m: x1, x2 " X için,

x1 < x2 ( ƒ(x1) < ƒ(x2)
olsun. Bu, kolayca kan›tlanabilece¤i üzere X üzerine bir s›rala-
ma tan›mlar.

Dikkat: Tan›m›
x1 ≤ x2 ( ƒ(x1) ≤ ƒ(x2)

olarak yapsayd›k, e¤er ƒ birebir de¤ilse, bu tan›m bir s›ralama
tan›mlamazd›; çünkü x1 % x2, için ƒ(x1) = ƒ(x2) olursa, o za-
man, x1 ≤ x2 ve x2 ≤ x1 olur ama x1 = x2 olmaz.

Örnek 2.2.5.1. E bir küme olsun. X, E’nin sonlu altküme-
leri kümesi olsun. x1, x2 " X için,

x1 < x2 ( |x1| < |x2|
iliflkisi (|x|, x altkümesinin eleman say›s›d›r) X üzerine bir s›ra-
lama tan›mlar. Bu s›ralama (X, #) s›ralamas›ndan daha “ince”
bir s›ralamad›r çünkü e¤er x1 # x2 ise x1 < x2’dir. E = {1, 2, 3}
durumunda her iki s›ralaman›n resmi afla¤›da.

Örnek 2.2.5.2. X = ! olsun. x1, x2 " ! için,
x1 ! x2 ( |x1| < |x2|

iliflkisi (|x|, x say›s›n›n mutlak de¤eridir) ! üzerine bir s›ralama
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tan›mlar. Resmi afla¤›da olan ve büyüklü¤ün mutlak de¤ere gö-
re ölçüldü¤ü bu s›ralamaya göre, örne¤in,  3, 2’den daha bü-
yüktür, yani 2 !  3’tür. Ama bu s›ralamada, mutlak de¤erleri
ayn› olan say›lar karfl›laflt›r›lmaz.

2.2.6. Alfabetik S›ralama. En çok kullan›lan ve en yararl› s›-
ralamalardan biridir. (X, <) ve (Y, <) birer s›ralama olsun. X ' Y

kartezyen çarp›m› üzerine flu s›ralamay› koyal›m: x1, x2 " X,
y1, y2 " Y için,

(x1, y1) < (x2, y2) 
ancak ve ancak

x1 < x2 ya da x1 = x2 ve y1 < y2

ise. Bunun S1 ve S2 koflullar›n› sa¤layan bir s›ralama oldu¤u-
nun kan›t›n› okura b›rak›yoruz. (Mutlaka yap›lmal›!) Bu s›ra-
lamaya alfabetik s›ralama ad› verilir.

Neden alfabetik s›ralama dendi¤i anlafl›lm›fl olmal›: Önce
ilk koordinata (ilk harfe!) göre s›ral›yoruz. Sonra ikincisine gö-
re... Üçüncü harfimiz olsayd›, bu s›ralamaya devam edebilirdik. 

Bu s›ralamada bir (x, y) çiftinin yerini saptamak için önce
x’e bak›l›r. x ne kadar küçükse (x, y) de o kadar küçüktür. E¤er
birinci koordinatlar eflitse, o zaman ikinci koordinatlara bak›l›r.

0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

0

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

!  

2. S›ralama 27



Birkaç örnek vermekte yarar var. (X, <) = (Y, <) = ( , <)
olsun. Bu s›ralamaya göre (5, 0) > (4, 100) > (4, 5) > (4, 0) >
(3, 1000) > (2, 1) > (2, 0) > (1, 5) > (0, 600) > (0, 1) > (0, 0)
olur.

(0, 0) bu s›ralaman›n en küçük eleman›d›r. Bu elemandan
bir sonra gelen eleman (0, 1)’d›r. Sonra (0, 2), (0, 3) vs gelir.
Tüm (0, n)’ler bittikten sonra (!) ilk gelen eleman (1, 0)’d›r. Bu-
nun ard›ndan (1, 1), (1, 2), (1, 3) vs gelir. (1, n) türünden ele-
manlar bittikten sonra (2, 0) eleman› gelir ve s›ralama böylece-
ne sürer gider.
 '  örne¤inde her elemandan hemen sonra gelen bir ele-

man vard›r: (n, m) eleman›ndan hemen sonra (n, m + 1) elema-
n› gelir. Ayr›ca (n, 0) türünden elemanlar d›fl›nda her eleman›n
hemen bir öncesi vard›r: E¤er m % 0 ise, (n, m)’den hemen ön-
ce gelen eleman (n, m  1) eleman›d›r.

Al›flt›rmalar
2.2.6.1. E¤er X ve Y s›ralamalar› yan-

daki gibiyse X ' Y alfabetik s›ralamas›n›
bulun.
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Afla¤›daki al›flt›rmalar matematiksel ifade edilmemiflseler de
okur s›ralamalar› kavramaya çal›flarak ne sorulmak istendi¤ini
anlayabilir.

2.2.6.2. X herhangi s›ral› bir küme olsun. {0, 1} kümesini 0
< 1 olarak s›ralayal›m. X ' {0, 1} alfabetik s›ralamas›yla X + X
s›ralamas›n›n bir anlamda “ayn›” s›ralama olduklar›n› gösterin.

2.2.6.3. {0, 1} kümesini yukardaki gibi,  ’yi de do¤al s›ra-
layal›m.  ' {0, 1} s›ralamas›yla  s›ralamas› aras›nda “pek
fark olmad›¤›n›” gösterin.

2.2.6.4. {0, 1} kümesini yukardaki gibi, {a, b} kümesi de bofl-
s›ralans›n. {0, 1} ' {a, b} alfabetik s›ralamas›yla {a, b} ' {0, 1} s›-
ralamas›n›n ayr› s›ralamalar olduklar›n› gösterin.

2.3. S›ralamalar›n Özel Elemanlar›
2.3.1. En Küçük ve En Büyük Elemanlar. Bir s›ralamada en

küçük ya da en büyük eleman olabilece¤ini de olmayabilece¤i-
ni de gördük.  ’nin do¤al s›ralamas›n›n en küçük eleman› var-
d›r ama en büyük eleman› yoktur. Bunun ters yüz edilmifli olan
( , !) s›ralamas›n›n en büyük eleman› vard›r (0’d›r) ama en kü-
çük eleman› yoktur. !’nin do¤al s›ralamas›n›n ne en küçük ne
de en büyük eleman› vard›r. Öte yandan (&(E), #) s›ralamas›-
n›n hem en küçük (!) hem de en büyük (E) eleman› vard›r.

X, E’nin sonlu altkümeleri kümesi olsun. X’i # iliflkisine
göre s›ralayal›m, yani (X, #) s›ralamas›na bakal›m. E¤er E son-
suz bir kümeyse, bu s›ralaman›n en büyük eleman› yoktur, çün-
kü herhangi bir sonlu A kümesine E’den A’da olmayan bir ele-
man eklersek, A’dan daha büyük bir küme elde etmifl oluruz.

(!, |) s›ralamas›nda 0 en büyük elemand›r ama (! \ {0}, |) s›-
ralamas›n›n en büyük eleman› yoktur.

Matematiksel tan›m flöyle: Bir (X, <) s›ralamas›n›n en büyük

eleman› “her x " X için x ≤ a” özelli¤ini sa¤layan bir a " X ele-
man›d›r. En küçük eleman benzer biçimde tan›mlan›r. E¤er A $
X ise A’n›n en büyük eleman› “her x " A için x ≤ a” özelli¤ini
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sa¤layan bir a " A eleman›d›r. Burada a’n›n A’da olmas› önem-
lidir. Örne¤in X = # (do¤al s›ralamayla) ve A = (0, 1) aral›¤› ise,
A’n›n en büyük eleman› yoktur. Ama A = (0, 1] ise, A’n›n en bü-
yük eleman› vard›r. A’n›n en küçük eleman› benzer biçimde ta-
n›mlan›r.

A’n›n en büyük eleman› (e¤er varsa) bir tanedir, çünkü a ve
b, A’n›n en büyük elemanlar›ysa hem a ≤ b hem de b ≤ a eflit-
sizlikleri geçerli oldu¤undan a = b olur.

Al›flt›rmalar
2.3.1.1. X ve Y s›ralamalar›n›n en büyük elemanlar› varsa,

X ' Y alfabetik s›ralamas›n›n da en büyük eleman› oldu¤unu
gösterin.

2.3.1.2. X ' Y alfabetik s›ralamas›n›n en büyük eleman›
varsa, X ve Y s›ralamalar›n›n da en büyük elemanlar› oldu¤u-
nu gösterin.

2.3.2. Maksimal ve Minimal Elemanlar. A’n›n maksimal

elemanlar› her x " A için x ) a özelli¤ini sa¤layan a " A ele-
manlar›d›r. Yani a’n›n A’n›n maksimal eleman› olmas› için,
A’da a’dan büyük eleman olmamal›, ama yukar›dakinin tersi-
ne, bu sefer A’da a ile karfl›laflt›r›lamayan elemanlar olabilir.
Burada da, bir önceki tan›mda oldu¤u gibi, a’n›n A’da olmas›
gerekti¤ine dikkatinizi çekerim.
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En büyük eleman, e¤er varsa, tek maksimal elemand›r.
Ama afla¤›daki flekildeki örnekte de görülece¤i üzere maksimal
elemanlardan birkaç tane olabilir.

Bir tams›ralamada en büyük elemanla maksimal eleman
aras›nda fark yoktur ve bu durumda en büyük eleman max A
olarak gösterilir.

A’n›n minimal elemanlar› benzer flekilde tan›mlan›rlar.
Sonlu bir s›ral› kümede mutlaka minimal ve maksimal ele-

manlar olmak zorundad›r.
(! \ {1}, |) s›ralamas›n›n en küçük eleman› yoktur. Ama bu

s›ralamada asal say›lardan daha küçük eleman olmad›¤›ndan,
asal say›lar bu s›ralaman›n minimal elemanlar›d›r.

2.3.3 Hemen Sonraki ve Hemen Önceki Elemanlar. (X, <)
bir s›ralama ve x " X olsun. Verdi¤imiz tüm örneklerde, bel-
ki son eleman d›fl›nda, her elemandan hemen sonra gelen en az
bir eleman vard›. Örne¤in bölünmeyle tan›mlanm›fl Örnek
2.0.5’te hem 4, hem 6, hem de 10 say›lar› 2’den hemen sonra
gelen elemanlar. Ama (", <) ya da (#, <) s›ralamalar›nda hiç-
bir elemandan hemen sonra gelen bir eleman yoktur, çünkü
her a < b için, örne¤in,

a < (a + b)/2 < b
eflitsizlikleri sa¤lan›r. (&(E), #) s›ralamas›nda E d›fl›nda her ele-
mandan hemen sonra gelen bir (ya da daha çok) eleman vard›r.

E¤er x " X ise, (x, +) kümesini
(x, +) = {y " X : x < y}

olarak tan›mlayal›m. (Burada, +, yepyeni bir simgedir; X’te +
diye bir eleman›n olmad›¤›n› varsay›yoruz.) O zaman x’ten he-

men sonra gelen elemanlar (x, +) kümesinin en küçük eleman-
lar›d›r. Yani bir y " X eleman› e¤er x < y eflitsizli¤ini sa¤l›yor-
sa ve hiçbir z " X için x < z < y eflitsizlikleri sa¤lanm›yorsa, o
zaman y, x’ten hemen sonra gelen elemanlardan biridir. Bir
sonraki fleklin aç›klayac› oldu¤unu san›yoruz.
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E¤er x’ten hemen sonra gelen eleman bir taneyse, bu ele-
man x+ olarak yaz›l›r. x’ten hemen önce gelen elemanlar ben-
zer biçimde tan›mlan›rlar.

E¤er bir s›ralamada her a < b için, a < c < b eflitsizliklerini
sa¤layan bir c eleman› varsa o zaman bu s›ralamaya yo¤un s›ra-

lama denir. " ve #’nin do¤al s›ralamalar› yo¤un s›ralamalard›r
ama  ve !’nin do¤al s›ralamalar› yo¤un s›ralamalar de¤ildir.
(&(E), #) s›ralamas› da yo¤un bir s›ralama de¤ildir, örne¤in,
e¤er a " E ise, ! ile {a} aras›nda bir baflka eleman yoktur.

Yo¤un s›ralamalarda hiçbir zaman bir elemandan hemen
sonraki ya da bir elemandan hemen önceki elemanlar olmaz.
Ama yo¤un bir s›ralamada en küçük ya da en büyük elemanlar
olabilir; örne¤in [0, 1] kapal› aral›¤› (do¤al s›ralamayla) böyle
bir s›ralamad›r.

2.3.4. Üsts›n›r ve Alts›n›r. (X, <) bir s›ralama olsun. A, X’in
bir altkümesi olsun. A’n›n tüm elemanlar›ndan büyükeflit olan
X’in bir eleman›na A’n›n üsts›n›r› ad› verilir. Demek ki b’nin
A’n›n bir üsts›n›r› olabilmesi için her a " A için a ≤ b eflitsizli-
¤i sa¤lanmal›d›r. Alts›n›r benzer biçimde tan›mlan›r.

Birkaç örnek verelim. X = # (do¤al s›ralamayla) olsun. 1 ve
1’den büyük her gerçel say› hem [0, 1] hem de (0, 1) aral›klar›-
n›n üsts›n›r›d›r. Ama örne¤in #’de !’nin üsts›n›r› yoktur.

(!, |) s›ralamas›nda, e¤er A sonlu bir kümeyse, A’daki say›-
lar›n en küçük ortak çarp›m›na bölünen her say› A’n›n bir üst-
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s›n›r›d›r; en küçük ortak çarp›m da en küçük üsts›n›rd›r. Bu s›-
ralamada sonsuz kümelerin üsts›n›r› 0’d›r. Ancak (! \ {0}, |) s›-
ralamas›nda, sonsuz altkümelerin üsts›n›r› yoktur.

fiimdi örnek olarak (&(E), #) s›ralamas›n› ele alal›m. A, B
$ E olsun, yani A, B " &(E) olsun. O zaman {A, B}, &(E)’nin
bir altkümesidir. E’nin, hem A’y› hem de B’yi (altküme olarak)
içeren bir altkümesi, yani E’nin A * B’yi içeren bir altkümesi
{A, B}’nin bir üsts›n›r›d›r. A * B de {A, B} altkümesinin bir üst-
s›n›r›d›r ve üsts›n›rlar›n en küçü¤üdür. 

(&(E), #) s›ralamas›nda &(E)’nin her altkümesinin bir üst-
s›n›r› vard›r. E bunlardan biridir elbette. (Bir s›ralaman›n en
büyük eleman› her altkümenin üsts›n›r›d›r elbette!) E¤er A ,
&(E)’nin bir altkümesiyse, o zaman E’nin *A"A A altkümesi
ve bu altkümenin her üstkümesi A ’n›n bir üsts›n›r›d›r. Elbet-
te, *A"A A, A ’n›n üsts›n›rlar›n›n en küçü¤üdür.

2.3.5. En Küçük Üsts›n›r. (X, <) bir s›ralama olsun. A, X’in
bir altkümesi olsun. A≥, A’n›n üsts›n›rlar› kümesini temsil etsin:

A≥ = {x " X : her a " A için a ≤ x}.
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E¤er x " X için, [x, +) kümesini
[x, +) = {y " X : x ≤ y} 

olarak tan›mlarsak,
A≥ = 4a " A [a, +)

olur.

A≥ kümesinin en küçük eleman›na (e¤er varsa) A’n›n en kü-

çük üsts›n›r› ad› verilir. Demek ki A’n›n en küçük üsts›n›r›, her
fleyden önce A’n›n bir üsts›n›r›d›r ve ayr›ca A’n›n tüm üsts›n›r-
lar›ndan küçükeflittir.

A’n›n en küçük üsts›n›r›, e¤er varsa, bir tanedir, çünkü hem
a hem de b, A’n›n en küçük üsts›n›rlar›ysa, o zaman hem a ≤ b
hem de b ≤ a olur, yani a = b olur.

A’n›n en küçük üsts›n›r› sup A olarak gösterilir. En büyük
alts›n›r benzer biçimde tan›mlan›r ve inf A olarak gösterilir.

A’nin en büyük eleman› varsa o zaman bu eleman A’n›n en
küçük üsts›n›r›d›r. Ayr›ca e¤er A’n›n en küçük üsts›n›r› varsa
ve A’daysa, o zaman bu eleman A’n›n en büyük eleman› olmak
zorundad›r. 

( , <) ve (!, <) s›ralamalar›nda, üsts›n›r› olan ve bofl olma-
yan her altkümenin en küçük üsts›n›r› vard›r, ancak ayn› fley
(", <) s›ralamas› için do¤ru de¤ildir. Örne¤in,

A = {x " " : x < √2} $ "
ise A’n›n üsts›n›rlar› vard›r (örne¤in 5) ama A’n›n en küçük
üsts›n›r› yoktur, çünkü √2 kesirli bir say› de¤ildir. Öte yandan,

A = {x " " : x < 5} $ "
kümesinin "’deki en küçük üsts›n›r› 5’tir.
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(#, <) s›ralamas›nda üsts›n›r› olan ve bofl olmayan her altkü-
menin bir en küçük üsts›n›r› vard›r. Bunu [S‹]’de kan›tlad›k.

(!, |) s›ralamas›nda, e¤er A sonlu bir kümeyse, A’daki say›-
lar›n en küçük ortak çarp›m›na (ekok) bölünen her say› A’n›n
bir üsts›n›r›d›r ve en küçük ortak çarp›m bu sonlu kümenin en
küçük üsts›n›r›d›r. 0 her altkümenin üsts›n›r›d›r. Sonsuz altkü-
melerin üsts›n›r› 0’d›r. Öte yandan (! \ {0}, |) s›ralamas›nda
sonsuz kümelerin en küçük üsts›n›r› yoktur çünkü bu s›ralama-
da sonsuz kümelerin üsts›n›r› yoktur.

2.4. S›ralamalar›n Eflyap› Fonksiyonlar›
(X, <) ve (Y,  ) iki s›ralama olsun. E¤er X ’ten Y ’ye giden

bir ƒ fonksiyonu her x1, x2 " X için,
x1 < x2 ( ƒ(x1)  ƒ(x2) (1)

koflulunu sa¤l›yorsa, yani s›ralamaya sayg› duyuyorsa, o zaman
ƒ’ye (s›ralamalar›n) eflyap› fonksiyonu ad› verilir. Bu fonksi-
yonlara mutlak artan fonksiyonlar da denir.

Bir eflyap› göndermesi birebir olmak zorunda de¤ildir. Örne-
¤in X = {a, b} bofls›ralamayla s›ralanm›flsa ve Y = {c} ise, X ’ten
Y ’ye giden sabit c fonksiyonu yukardaki koflulu sa¤lar ama bire-
bir de¤ildir elbet. Afla¤›da birebir olmayan bir baflka eflyap› fonk-
siyonu örne¤i var. Bu örnekte ƒ(a) = x < y = ƒ(b) = ƒ(c).

Yukardaki örnekten de görülece¤i üzere, bir ƒ eflyap› fonk-
siyonu, her x1, x2 " X için,

x1 ≤ x2 ( ƒ(x1) / ƒ(x2) (2)
koflulunu sa¤lamayabilir.
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Öte yandan (2) koflulunu sa¤layan bir ƒ fonksiyonu, ki bun-
lara artan fonksiyonlar denir, birebir olmal›d›r. Nitekim, e¤er
ƒ(x1) = ƒ(x2) ise, hem ƒ(x1) ≤ ƒ(x2) hem de ƒ(x2) ≤ ƒ(x1) oldu¤un-
dan, hem x1 ≤ x2 hem de x2 ≤ x1 koflullar› sa¤lan›r; dolay›s›yla x1

= x2 olmak zorundad›r. Dolay›s›yla e¤er ƒ fonksiyonu (2) koflu-
lunu sa¤l›yorsa (1) koflulunu da sa¤lar.

Bu aflamada fikir de¤ifltirip bir eflyap› fonksiyonundan (1)
yerine daha güçlü olan (2) koflulunu sa¤lamas›n› isteyebiliriz.
fiöyle de yapabiliriz: (1) koflulunu sa¤layanlara <-eflyap› fonk-

siyonu, (2) koflulunu sa¤layanlara ≤-eflyap› fonksiyonu diyebi-
liriz. Demek ki ≤-eflyap› fonksiyonlar› <-eflyap› fonksiyonular›-
d›r ama bunun tersi do¤ru de¤ildir. Hangisinin sözkonusu ol-
du¤u bilindi¤inde k›saca eflyap› fonksiyonu diyece¤iz. (Afla¤›da
görece¤imiz üzere tams›ralamalarda böyle bir ayr›m yapmak
gereksizdir.)

Eflyap› fonksiyonlar›n›n birkaç özelli¤i: 
a. ‹ki eflyap› fonksiyonunun bileflkesi bir eflyap› fonksiyonu-

dur.
b. Özdefllik fonksiyonu IdX, X’ten X ’e giden bir eflyap›

fonksiyonudur.
c. E¤er ƒ bir eflyap› efllemesiyse (yani birebir ve örtense), o

zaman ƒ 1 de bir eflyap› fonksiyonudur.
Bunlar›n kolay kan›t›n› okura b›rak›yoruz.
E¤er X bir tams›ralamaysa, X ’ten Y ’ye giden bir <-eflyap›

fonksiyonu birebir olmak zorundad›r. Nitekim ƒ(x1) = ƒ(x2) ol-
sun. E¤er x1 < x2 ise ƒ(x1) < ƒ(x2) olur ve bu bir çeliflkidir. E¤er x2

< x1 ise benzer flekilde bir çeliflki elde edilir. Demek ki x1 = x2 . Ay-
r›ca birebir bir <-eflyap› fonksiyonu bir ≤-eflyap› fonksiyonu ol-
mak zorundad›r. Bunun kan›t›n› okura b›rak›yoruz. Demek ki
tams›ralamalarda bu iki kavram aras›nda bir ayr›m yok. Dola-
y›s›yla X bir tams›ralama oldu¤unda iki kavram örtüflür.

Eflyap› efllemeleri bir s›ralamay› aynen kendisine benzeyen
bir s›ralamaya götürler, yani e¤er ƒ : X 3 Y bir eflyap› eflleme-
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siyse, X’in s›ralamas›yla Y’nin s›ralamas›, elemanlar›n›n adlar›
d›fl›nda ayn›d›r. Bu iki s›ralaman›n elemanlar›n›n adlar›n› siler-
sek arada bir fark göremeyiz. Aralar›nda eflyap› efllemesi olan
s›ralamalara eflyap›sal s›ralamalar diyece¤iz. Örne¤in, e¤er ƒ
bir eflyap› efllemesiyse,

a) X’in bir en küçük eleman› varsa ve bu eleman a ise, Y ’nin
de en küçük eleman› vard›r ve bu eleman ƒ(a)’d›r. 

b) x’in bir sonraki eleman› varsa ƒ(x)’in de bir sonraki ele-
man› vard›r ve ƒ(x+) = ƒ(x)+ eflitli¤i sa¤lan›r.

c) Her x " X için ƒ(x, +) = (ƒ(x), +) eflitli¤i sa¤lan›r.
d) E¤er A $ X ise ve sup A varsa, sup ƒ(A) da vard›r ve

ƒ(sup A)’ya eflittir.
E¤er X = Y ve s›ralamalar ayn›ysa, eflyap› efllemesi yerine

özyap› efllemesi denir. Basit bir örnek olarak afla¤›daki s›rala-
man›n özyap› eflleflmelerini bulal›m.

1 ve 12 elemanlar›n› sabit tutarak ama 5, 6 ve 7 elemanlar›n›,
3 ve 4 elemanlar›n›, 5 2, 6 2 ve 7 2,elemanlar›n›, 32, 42,elemanlar›n›
kendi aralar›nda diledi¤imiz gibi de¤ifltirerek

3! ' 2! ' 3! ' 2! = 144
tane eflyap› eflleflmesi elde ederiz. Ayr›ca sa¤daki ve soldaki par-
çalar› tahmin edilebilece¤i biçimde (n’yi n2 eleman›na ve n2 ele-
man›n› n’ye yollayarak, bu eflleflmeye 5 diyelim) de¤ifl tokufl ede-
biliriz. Böylece toplam 144 ' 2 = 288 tane eflyap› eflleflmesi elde
ederiz. Baflka da eflyap› eflleflmesi yoktur. Bunu kan›tlayal›m. 6,
böyle bir eflyap› eflleflmesi olsun. O zaman 6, X’in minimal ele-
manlar›n› yani 1 ve 12 elemanlar›n› gene X ’in minimal elemanla-
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r›na gönderir. E¤er 6(1) = 12 ise, 6 0 5,de bir eflyap› eflleflmesidir
ama bu kez bu yeni eflleflme 1 ve 12 elemanlar›n› sabitler. Gere-
kirse 6 yerine 6 0 5,eflleflmesini alarak 6’nin 1 ve 12 elemanlar›n›
sabitledi¤ini varsayabiliriz. Bu koflullar› sa¤layan bir 6’nin yu-
kardaki 144 eflleflmeden biri olaca¤› malum.

E¤er (X, <) ve (Y, <) s›ralamalar› aras›nda bir eflyap› eflle-
mesi varsa, o zaman (X, <) 7 (Y, <) ya da (e¤er s›ralamalar bi-
liniyorsa ya da çok barizse) k›saca X 7 Y yaz›l›r. 

fiimdi birkaç s›ralaman›n özyap› eflleflmelerini bulal›m.

Teorem 2.1. ( , <) s›ralamas›n›n bir tek özyap› eflleflmesi

vard›r: Id özdefllik fonksiyonu.
Kan›t. ƒ bir eflyap› eflleflmesi olsun. ƒ, en küçük eleman olan

0’› gene 0’a göndermelidir. Tümevar›mla ƒ’nin n’yi n’ye gitti¤i-
ni varsayarsak, 

ƒ(n+) = ƒ(n)+ = n+

olur (neden?) ve böylece ƒ’nin her eleman› sabitledi¤i kan›tla-
n›r. Yani ƒ = Id ’dir. n

Teorem 2.2. (!, <) s›ralamas›n›n özyap› eflleflmeleri belli bir

n " ! için ƒnx = x + n eflitli¤ini sa¤layan ƒn fonksiyonlar›d›r. 
Kan›t: Her ƒn fonksiyonunun artan bir eflleflme (yani özya-

p› eflleflmesi) oldu¤u belli. fiimdi ƒ : !3 ! artan bir eflleflme ol-
sun. ƒ(0) = n olsun. x üzerine tümevar›mla, her x "  için ƒ(x)
= x + n eflitli¤i flöyle kan›tlan›r: 

ƒ(x + 1) = ƒ(x+) = ƒ(x)+ = (x + n)+ = (x + n) + 1 = (x + 1) + n. 
Benzer flekilde (x+ yerine x kullanarak) her x " ! \  için ƒ(x) =
x + n eflitli¤i kolayl›kla kan›tlan›r. n

(", <) s›ralamas›n›n çok özyap› eflleflmesi vard›r. Afla¤›daki
flekilden anlafl›laca¤› üzere, her 

A = {a1, a2, a3, ... } $  \ {0}
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altkümesi için, (", <) s›ralamas›n›n ayr› bir özyap› eflleflmesi
bulunabilir.

Teorem 2.3. X herhangi bir küme olsun. &(X), X’in altkü-

meleri kümesi olsun. Her 8 : X 3 X 8onksiyonu için

68 : &(X) 3 &(X)
8onksiyonunu, her A ",&(X) için,

68(A) = 8(A) = {8(a) : a " A}
olarak tan›mlayal›m. 68, (&(X), $) s›ralamas›n›n bir özyap› efl-

leflmesidir, yani her A, B " P(X) için, 
A $ B ( 6(A) $ 6(B)

olur. Ayr›ca her 6 : &(X) 3 &(X) özyap› eflleflmesi, belli bir

8 : X 3 X eflleflmesi için, 68 ’ye eflittir.
Kan›t: i. Önce 6(!) = ! eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. 6(A) = ! ol-

sun (6 örten oldu¤undan böyle bir A var.) A’n›n herhangi bir B
altkümesini alal›m. Verilen kofluldan dolay›, 6(B) $ 6(A) = !, ya-
ni 6(B) = !. Demek ki 6(B) = ! = 6(A). Bundan da, 6 birebir ol-
du¤undan, B = A ç›kar. A’n›n bir tek altkümesi oldu¤unu kan›t-
lad›k. Demek ki A = !.

ii. fiimdi, tek elemanl› kümelerin tek elemanl› kümelere gitti-
¤ini gösterece¤iz. A = {x} olsun. B, 6(A)’n›n bir altkümesi olsun.
C, 6(C) = B eflitli¤ini sa¤las›n (6 örten oldu¤undan, böyle bir C
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vard›r.) Demek ki 6(C) = B $ 6(A). Soruda verilen kofluldan do-
lay› C $ A. Ama A tek elemanl› bir küme. Dolay›s›yla ya C = !
ya da C = A. Sonuç olarak, 

ya B = 6(C) = 6(!) = ! ya da B = 6(C) = 6(A).
Demek ki 6(A)’n›n sadece iki altkümesi var: ! ve 6(A). Dolay›-
s›yla 6(A) tek elemanl› bir kümedir.

iii. E¤er x " X ise, 6({x}) kümesinin tek elemanl› oldu¤unu yu-
karda kan›tlad›k. 6({x}) kümesinin o tek eleman›na 8(x) diyelim:

6({x}) = {8(x)}.
Böylece X ’ten X ’e giden bir 8 fonksiyonu tan›mlam›fl oluruz.

E¤er a " A $ X ise, {a} $ A, dolay›s›yla {8(a)} = 6({a}) $ 6(A)
ve 8(a) " 6(A). Demek ki 8(A) $ 6(A). Daha eflitli¤i bilmiyoruz.

6 birebir oldu¤undan, 8’nin de birebir oldu¤u kolayl›kla ka-
n›tlan›r. Öte yandan daha 8’nin örten oldu¤unu da bilmiyoruz.

iv. fiimdi 8’nin örten oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. a " X olsun.
A = {a} olsun. X’in B altkümesi 6(B) = A eflitli¤ini sa¤las›n (6 ör-
ten oldu¤undan böyle bir B vard›r.) B’nin tek elemanl› bir kü-
me oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Soruda verilen kofluldan ve 6’nin
birebir olmas›ndan dolay› B’nin sadece iki altkümesi vard›r:
E¤er C $ B ise, 6(C) $ 6(B) = A = {a}, yani ya 6(C) = ! = 6(!)
ya da 6(C) = A = 6(B), yani (6 birebir oldu¤undan) ya C = ! ya
da C = B. ‹ki altkümesi olan kümeler tek elemanl› kümeler oldu-
¤undan B’nin tek bir eleman› vard›r. E¤er b " B ise,

{8(b)} = 6({b}) = 6(B) = A = {a}
ve 8(b) = a. Demek ki 8 örtenmifl. fiimdi art›k 8 ’nin bir eflleflme
oldu¤unu biliyoruz.

v. Art›k, her A $ X için, 8(A) = 6(A) eflitli¤ini kan›tlayabiliriz.
iii’te 8(A) $ 6(A) iliflkisini kan›tlad›k. b " 6(A) olsun. 8(a) = b eflit-
li¤ini sa¤layan a eleman›n› alal›m (iv’te 8’nin örten oldu¤unu
kan›tlam›flt›k.) 6({a}) = {8(a)} = {b} $ 6(A) oldu¤undan, soruda ve-
rilen kofluldan dolay›, {a} $ A, yani a " A, yani b = 8(a) " 8(A).
Demek ki 6(A) $ 8(A).
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fiimdi art›k, her A $ X için, 6(A) = 8(A) eflitli¤ini biliyoruz.
Yani 6 = 68. n

fiimdi de flu ilginç soruya yan›t arayal›m: Ya bir önceki te-
oremde 

her A, B " P(X) için A $ B ( 6(A) $ 6(B)
koflulunu 

her A, B " P(X) için A $ B 9 6(A) $ 6(B)
kofluluyla de¤ifltirirsek ne olur? Bu son özelli¤i sa¤layan 

6 : &(X) 3 &(X)
eflleflmelerine yar›-özyap› eflleflmesi diyelim.

Teorem 2.4. (&(X), $) s›ralamas›n›n yar›-özyap› eflleflmele-

ri özyap› eflleflmeleridir.
Kan›t: 6 : &(X) 3 &(X) bir yar›-özyap› eflleflmesi olsun.

6’nin bir 8 : X 3 X eflleflmesi taraf›ndan belirlendi¤ini kan›tla-
yaca¤›z. Çeflitli aflamalardan geçece¤iz.

Sav 1. 6(!) = !. 
Kan›t: A $ X altkümesi 6(A) = ! eflitli¤ini sa¤las›n. Soruda

verilen koflula göre A’n›n her altkümesi boflkümenin bir altkü-
mesine denk düfler. Demek ki A’n›n sadece bir altkümesi var-
d›r. Bundan da A’n›n boflküme oldu¤u anlafl›l›r.

Sav 2. 6(X) = X.
Kan›t: A $ X altkümesi 6(A) = X eflitli¤ini sa¤las›n. O za-

man A’y› içeren her altküme, 6 alt›nda, X’i içeren bir altküme-
ye, yani X’e gitmek zorunda. Demek ki A’y› içeren tek bir kü-
me vard›r, dolay›s›yla A = X’tir.

Sav 3. y " X olsun. A $ X altkümesi, 6(A) = {y} eflitli¤ini

sa¤las›n. O zaman A’n›n tek bir eleman› vard›r. 
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Kan›t: Soruda verilen koflula göre, A’n›n her altkümesi {y}
kümesinin bir altkümesine denk düfler. Demek ki A’n›n en faz-
la iki altkümesi vard›r. A’n›n tek bir altkümesi olsayd›, A = !
olurdu ve, Sav 1’e göre, {y} = 6(A) = 6(!) = ! olurdu, ki bu bir
çeliflkidir. Demek ki A’n›n iki altkümesi vard›r. Bundan da
A’n›n tek elemanl› oldu¤u anlafl›l›r.

U kümesin› flöyle tan›mlayal›m:
U = {x " X : 6({x}) tek bir elemanl› küme}.

fiimdi de 8 : U 3 X fonksiyonunu tan›mlayal›m: E¤er x " U

ise, 6({x}) = {8(x)} olsun. Sav 3’e göre, 8’nin, U’dan X’e giden
bir eflleme oldu¤u bariz. Önce U’nun X’e eflit oldu¤unu, sonra
da 6’nin 8 : X 3 X eflleflmesi taraf›ndan verildi¤ini kan›tlaya-
ca¤›z.

Sav 4. y " X olsun. x " U eleman› 8(x) = y eflitli¤ini sa¤la-

s›n. O zaman 6(X \ {x}) = X \ {y} eflitli¤i geçerlidir.
Kan›t: A $ X altkümesi 6(A) = X \ {y} eflitli¤ini sa¤las›n.

A’y› içeren her altküme, 6 eflleflmesi alt›nda, X \ {y} kümesini
içeren bir kümeye denk düfler. Demek ki A’y› içeren en fazla iki
altküme vard›r. Sav 2’ye göre A % X. Dolay›s›yla A’y› içeren
tam iki altküme vard›r. Bu da, A’n›n, belli bir x " X için, A =
X \ {x} olmas› demektir.

z " U, 8(z) = y eflitli¤ini sa¤las›n. E¤er z % x ise olacaklar›
görelim: Her fleyden önce {z} $ X \ {x}. Demek ki

{y} = {8(z)} = 6({z}) $ 6(X \ {x}) = X \ {y},
yani y " X \ {y}, bir çeliflki. Dolay›s›yla x = z " U ve 8(x) = y.

Sav 5. E¤er A $ X ise, 8(A 4 U) $ 6(A) $ 8(Ac 4 U)c.
Kan›t: A $ X olsun. a " A 4 U olsun. O zaman, {a} $ A ve

a " U oldu¤undan, {8(a)} = 6({a}) $ 6(A). Demek ki 8(a) "
6(A). Bundan da 8(A 4 U) $ 6(A) ç›kar.

fiimdi a " Ac 4 U olsun. O zaman, A $ X \ {a} oldu¤undan
ve a " U oldu¤undan, bir önceki sava göre, 
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6(A) $ 6(X \ {a}) = X \ {8(a)}.
Demek ki 8(a) ) 6(A), yani 8(a) " 6(A)c. Bundan da

8(Ac 4 U) $ 6(A)c

ç›kar, yani 6(A) $ 8(Ac 4 U)c.

Sav 6. E¤er A $ X ise, 6(A) = 8(A 4 U).
Kan›t: 8(Ac 4 U)c = 8(U \ (A 4 U))c = (8(U) \ 8(A 4 U))c =

(X \ 8(A 4 U))c = 8(A 4 U) eflitli¤inden ve Sav 5’ten istedi¤imiz
ç›kar.

Art›k istedi¤imizi kan›tlayabiliriz. Sav 6’da A = X al›rsak, 
6(X) = 8(X 4 U) = 6(X 4 U) = 6(U)

ç›kar, yani X = U. Demek ki U = X ve gene yukardaki sava göre
6(A) = 8(A 4 U) = 8(A 4 X) = 8(A).

Kan›t›m›z bitmifltir. n

Al›flt›rma. P,  ’nin asal say›lar› kümesi olsun. ( , |) s›rala-

mas›n›n tüm özyap› eflleflmelerini bulun.
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3. Say›labilir Yo¤un S›ralamalar

B
u bölümün konusu kesirli say›lar›n bildi¤imiz ( , <) s›-
ralamas›d›r. Burada sözü edilen < eflitsizli¤i ilkokuldan
beri âflina oldu¤umuz eflitsizliktir; örne¤in 2/3 < 4/5.

Daha sonra matematiksel olarak ifade edece¤imiz flu olgu-
yu kan›tlayaca¤›z:

( , <) s›ralamas›n›n birazdan aç›klayaca¤›m›z baz› özellik-

lerine sahip s›ralamalar “aynen ama aynen” ( , <) s›ralamas›-

na benzeyen s›ralamalard›r.

Bir baflka ama gene edebi bir deyiflle, ( , <) s›ralamas› bi-
razdan s›ralayaca¤›m›z birkaç özelli¤i taraf›ndan betimlenebi-
lir/karakterize edilir.

( , <) s›ralamas›n›n özünü karakterize eden bu ‘baz› özel-
likleri’ birazdan s›ralayaca¤›z. “Aynen ama aynen benzemek”i
Altbölüm 2.4’te tan›mlad›¤›m›z “eflyap›sal olmak” anlam›na
kulland›k. Gene de eflyap›sall›¤› bu bölümde bir kez daha ta-
n›mlayaca¤›z.

Önce ( , <) s›ralamas›n› karakterize edecek olan önemli
özelliklerini teker teker yazal›m.

Her fleyden önce ( , <) bir �����������, yani,



(1) Hiç bir x için, x < x do¤ru de¤ildir.

(2) Her x, y, z için, e¤er x < y ve y < z ise, o zaman x < z’dir. 

( , <) yaln›zca bir s›ralama de¤il, ayr›ca bir tams›ralama-

d›r da: Herhangi iki kesirli say› birbiriyle k›yaslanabilir:

(3) Her x, y için, ya x < y ya x = y ya da y < x.

Bunun sonucu olarak kesirli say›lar› bir do¤ru üstünde tem-
sil edebiliriz. Matematikçiler aras›nda yap›lan sözsüz bir anlafl-
ma gere¤i, soldaki say›lar sa¤dakilerden daha küçüktür.

Ayr›ca ( , <) yo¤un bir s›ralamad›r: Herhangi iki kesirli sa-
y› aras›nda üçüncü bir kesirli say› vard›r, daha matematiksel
bir dille,

(4) Her x < y için, x < z < y eflitsizliklerini sa¤layan bir z vard›r.

Örne¤in z = (x + y)/2 kesirli say›s› x’le y aras›ndad›r.
En az iki eleman› olan bir yo¤un s›ralama sonsuz olmak zo-

rundad›r elbette. Öte yandan (!, <) s›ralamas› sonsuzdur ama
yo¤un de¤ildir.

( , <) s›ralamas›nda ne en küçük ne en büyük eleman var-
d›r, yani her kesirli say›dan daha büyük bir kesirli say› ve her
kesirli say›dan daha küçük bir kesirli say› vard›r:

(5) Her x için, x < y eflitsizli¤ini sa¤layan bir y vard›r.

(6) Her x için, y < x eflitsizli¤ini sa¤layan bir y vard›r.

(5)’te y = x + 1, (6)’da y = x  1 alabiliriz.
Son iki özelli¤i sa¤layan s›ralamalara uçsuz s›ralamalar de-

nir. Örne¤in, gerçel say›lar kümesi ", pozitif kesirli say›lar kü-
mesi  >0, (0, 1) gerçel aral›¤› ve [ √2, √2] !  kümeleri do¤al
s›ralamayla birlikte uçsuz ve yo¤un s›ralamalard›r. Öte yandan
[ √2, √2] gerçel say› aral›¤› uçsuz de¤ildir.
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( , <) s›ralamas›n›n temsili. Mesafeler korunmam›fl
olabilir ama s›ralama korunmufltur.
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 kümesinin bir özelli¤i daha vard›r: 

(7) Say›labilir sonsuzluktad›r.

Yani kesirli say›lar› 0, 1, 2, 3, 4, ... diye do¤al say›lar› kul-
lanarak koyun sayar gibi hiçbirini atlamadan teker teker saya-
biliriz; her kesirli say›y› do¤al say›larla numaraland›rabiliriz
[SKK]. Öte yandan, gerçel say›lar kümesi " say›labilir sonsuz-
lukta de¤ildir, elemanlar› teker teker do¤al say›larla say›lamaz.

Yukardaki (1-7) özelliklerini sa¤layan (X, <) yap›lar›na uç-

suz, yo¤un ve say›labilir tams›ralamalar denir. Örne¤in ( , <)
bu tür s›ralamalardand›r.

fiimdi bu 7 özelli¤in ( , <) yap›s›n› (hemen afla¤›da tan›m-
layaca¤›m›z anlamda) karakterize etti¤ini gösterece¤iz. Kan›ta
geçmeden önce, “karakterize etmek”i hangi matematiksel an-
lamda kulland›¤›m›z› söylemeliyiz.

(X, <) ve (Y, <) s›ralamalar› verilmifl olsun. Demek ki her iki
yap› da (1) ve (2) özelliklerini sa¤l›yor. ƒ : X " Y, her x1, x2 #
X için,

x1 < x2 $ ƒ(x1) < ƒ(x2)
özelli¤ini sa¤layan bir eflleme olsun. Böyle bir ƒ fonksiyonuna
eflyap› efllemesi (ya da izomorfi ya da izomorfizma) ad› verilir
ve bu durumda X ve Y ’nin eflyap›sal olduklar› söylenir ve

(X, <) % (Y, <)
ya da e¤er s›ralamalar biliniyorsa k›saca X % Y yaz›l›r.

fiimdi art›k kan›tlamak istedi¤imiz teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.1. Uçsuz, yo¤un ve say›labilir herhangi iki tams›-

ralama eflyap›sald›r.

( , <) s›ralamas› uçsuz, yo¤un ve say›labilir oldu¤undan,
teoremden, her uçsuz, yo¤un ve say›labilir s›ralaman›n ( , <)
s›ralamas›yla eflyap›sal oldu¤u ç›kar.



Örnekler. Teoremi kan›tlamadan önce uçsuz, yo¤un ve sa-
y›labilir s›ralamalara örnekler verelim ve bu s›ralamalar aras›n-
da eflyap› efllemesi bulal›m.

1) En bilineni: ( , <).
2) Pozitif kesirli say›lar kümesi  >0, do¤al s›ralamayla.

Bundan sonraki tüm örneklerimizin s›ralamas› do¤al s›ralama
olaca¤›ndan, sadece kümeyi yazmakla yetinece¤iz.

3) Negatif kesirli say›lar kümesi  <0.
4) S›f›r olmayan kesirli say›lar kümesi  *.
5)  & {'}.
6) (√2, () , yani (√2, () !  kümesi.
7) (0, √2) = (0, √2) !  .
8) (0, 1) = (0, 1) !  .
9) ( √2, √2) = ( √2, √2) !  .
Teoreme göre bu s›ralamalar›n herbiri eflyap›sal olmal›, çün-

kü herbiri uçsuz, yo¤un ve say›labilir sonsuzluktad›r. Bu s›rala-
malar aras›nda eflyap› efllemeleri bulal›m. Örneklerimiz e¤lendi-
rici ve ö¤retici olmasayd›, hiç böyle bir zahmete girmezdik.

(2 % 3). Önce ikinciyle üçüncünün eflyap›sal oldu¤unu gös-
terelim. fiu iki efllemenin bileflkesini alal›m:

 >0 "  >0 "  <0

x  1/x   1/x
Her ikisi de s›ralamay› ters çevirdi¤inden (yani azalan fonksi-
yonlar olduklar›ndan) bileflkeleri s›ralamay› korur. Bu eflyap›
efllemesine ƒ23 diyelim:

ƒ23(x) =  1/x.
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0

ƒ23(x) =  1/x



(3 % 8). fiimdi üçüncüyle sekizincinin eflyap›sal oldu¤unu
gösterelim. Afla¤›daki efllemeleri takip edelim:

(0, 1) " (1, () " ( (,  1) "  <0

x  1/x   1/x   1/x + 1
Birinci ve ikinci eflleme s›ralamay› ters çevirir, üçüncüsü korur,
dolay›s›yla üçünün bileflimi s›ralamay› iki kez ters çevirerek s›-
ralamay› korur.

Bu eflyap› efllemesine ƒ83 diyelim:
ƒ83(x) =  1/x + 1.

Görmek isteyen için ƒ83 fonksiyonunun grafi¤i afla¤›da.

(1 % 2).  ile  >0 s›ralamalar› aras›nda bir eflyap› efllemesi bu-
laca¤›z.  ve  >0 kümelerini flöyle uygun biçimde parçalayal›m: 

 =  <0   ≥0 % (0, 1)  [1, () =  >0.
( simgesi, & gibi bileflim anlam›na gelir, ancak, ayr›ca, bilefli-
mi al›nan kümelerin ayr›k oldu¤unu söyler.) fiimdi bu parça-
lanmaya bakarak,  ile  >0 s›ralamalar› aras›nda bir ƒ12 eflya-
p› efllemesi bulunabilir:

Bu eflyap› efllemesinin grafi¤i bir sonraki sayfada.
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(7 % 8). Önce, herhangi iki kesirli a < b say›s› için, (0, 1) 
% (a, b) eflyap›sall›¤› gösterelim:

(0, 1) " (0, b  a) " (a, b) 
x  (b  a)x  (b  a)x + a

Böylece, (0, 1) ile (a, b) s›ralamalar› aras›nda s›ralamay› ko-
ruyan bir eflleme elde etmifl oluruz. Bundan da her a < b ve c < d
kesirli say›lar› için,

(a, b) % (c, d) ve [a, b) % [c, d) 
eflyap›sall›klar› ç›kar.

S›ralamay› koruyan bir eflleflmeyi flöyle de gösterebiliriz:

fiimdi, n # # \ {0} için, an = 1  1/(n+1) olsun. (an)n artarak
1’e yak›nsayan bir kesirli say›lar dizisidir. (bn)n de artarak
√2’ye yak›nsayan bir kesirli say›lar dizisi olsun. Örne¤in bn’yi
√2’nin ilk n basama¤› olarak alabiliriz, o zaman,

√2 = 1,41421713562373...

0

1
ƒ12(x) = x + 1ƒ12(x) = 1/(1 x)

a b

c

d
ƒ(x) =

b   a
d   c x + c  d   c

b   a
a

x

y

[a, b] %)[c, d]

a b

dc



oldu¤undan,
b0 = 0
b1 = 1
b2 = 1,4
b3 = 1,41
b4 = 1,414
b5 = 1,4142

olur. Biraz yukarda gördü¤ümüz üzere, her n # # için,
[an, an+1) % [bn, bn+1) .

Bu eflyap›sall›¤› gerçeklefltiren fonksiyona ƒn diyelim:
ƒn : [an, an+1) " [bn, bn+1) .

fiimdi,
[0, 1) =  n # # [an, an+1) 

ve
[0, √2) =  n # # [bn, bn+1) 

eflitliklerinden yola ç›karak ƒn fonksiyonlar›n› yap›flt›rsak,
ƒ : [0, 1) ")[0, √2) 

eflyap› efllemesini elde ederiz. ƒ’nin biçimsel tan›m› flöyle:
ƒ(x) = ƒn(x) e¤er x # [an, an+1) ise.

ƒ fonksiyonunun grafi¤i afla¤›daki gibidir.

(6 % 8 % 9). Benzer biçimde kan›tlan›rlar. Al›flt›rma olarak
okura b›rak›lm›flt›r.

(1 % 4). Daha önce kan›tlad›¤›m›z eflyap›sall›klar ve benzer-
lerinden,
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0
a1 a2 1

b1

b2

b3

√2

a3

ƒ1

ƒ2

ƒ3



 % (0, 2) (1 % 8)
= (0, √2)  (√2, 2) 
%)(0, 1)  (1, 2) (8 % 7)
%) <0   >0 =  * (7 % 2)

ç›kar.
(1 % 5). Daha önce kan›tlad›¤›m›z eflyap›sall›klar ve benzer-

lerinden,
  {'} %  *  {'} (1 % 2)

=  <0   >0  {'}
% ( (, ')  {'}  (', () (3 % 6)
=  

bulunur.

Yaz›n›n geri kalan k›sm›nda teoremi kan›tlayaca¤›z. Kan›t›n
yöntemine gelgit yöntemi ad› verilir.

Teoremin Kan›t›. S›ralamalar (X, <) ve (Y, <) olsun. X ve Y
say›labilir olduklar›ndan, X ve Y kümelerinin elemanlar›n› n ##
için, xn ve yn olarak “s›rayla” yazabiliriz. Burada, n 2 m için
xn 2 xm ve yn 2 ym varsay›mlar›n› yap›yoruz.

X ve Y ’nin elemanlar›n›n numaraland›r›lmalar› birbirleriy-
le ilgisiz olabilirler. X’ten ilk alt› eleman alal›m. Y ’den de rast-

gele alt› eleman alal›m. Bu elemanlar›n dizilifli yukardaki flekil-
deki gibi olabilir. Dikkat ederseniz ilk alt› eleman için s›ralama-
lar birbirlerine benziyorlar çünkü ne de olsa alt›flar eleman›
olan iki tams›ralamadan söz ediyoruz.
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x0x1x4 x3 x2x5

y5 y1y0y6y12 y8

(X, <)

(Y, <)



x4  y12

x1  y6

x0  y0

x5  y8

x3  y5

x2  y1

efllemesi bu iki sonlu s›ralama aras›nda bir eflyap› efllemesidir.
Bu tür efllemelere k›smi eflyap› efllemesi denir.

fiimdi bir sonraki eleman olan x6’ya ve x6’n›n x0, x1, x2, x3,
x4, x5 elemanlar›na göre pozisyonuna bakal›m. x6 bu alt› ele-
man taraf›ndan belirlenen 7 aral›ktan birinde olmal›. Diyelim
x6’n›n yeri flöyle:

Y ’nin,
y12 < y6 < y0 < y8 < y5 < y1

elemanlar›na göre pozisyonu, X’te x6’n›n
x4 < x1 < x0 < x5 < x3 < x2

elemanlar›na göre pozisyonuna benzer olan bir y eleman› bulabi-
lir miyiz? x6 eleman› x5 ile x3 aras›nda oldu¤undan, Y ’de y8 ile y5

aras›nda bir eleman bulmal›y›z. Y ’de böyle bir eleman var m›d›r?

Evet vard›r, çünkü Y ’nin s›ralamas› yo¤un oldu¤undan, her-
hangi iki eleman aras›nda üçüncü bir eleman vard›r. Dolay›s›y-
la y8 ile y5 aras›nda da bir eleman vard›r. y8 ile y5 aras›nda olan
elemanlardan herhangi birini alal›m, diyelim y7 bu özelli¤i sa¤-
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x0x1x4 x3x2x5

y5 y1y0y6y12 y8

(X, <)

(Y, <)

x6

x0x1x4 x3x2x5

y5 y1y0y6y12 y8

(X, <)

(Y, <)

x6

?



l›yor, yani y8 ile y5 aras›nda. Demek ki
y12 < y6 < y0 < y8 < y7 < y5 < y1.

Dolay›s›yla x6’n›n x0, x1, x2, x3, x4, x5 elemanlar›na göre po-
zisyonu, aynen y7’nin y12, y6, y0, y8, y5, y1 elemanlar›na göre
pozisyonu.

fiimdi yukardaki k›smi eflyap› efllemesini x6’y› y7’ye gidecek
flekilde büyütebiliriz:

x4  y12

x1  y6

x0  y0

x5  y8

x6  y7

x3  y5

x2  y1

fiimdilik resim flöyle:

Bir sonraki x7 eleman›n› da ekleyip k›smi eflyap› efllemesini
bir ad›m daha geniflletebiliriz. Bunun için x7’nin x0, x1, x2, x3,
x4, x5, x6 elemanlar›na göre pozisyonunu belirlemek ve Y’de bu
pozisyona uyan bir eleman bulmak yeterlidir.

Bunu sürekli yapabiliriz ve sonuçta X ’ten Y ’ye giden ve s›-
ralamaya sayg› duyan bir fonksiyon bulabiliriz. Bu fonksiyon
birebir olacakt›r ama ne yaz›k ki örten olmak zorunda de¤ildir.

Fonksiyonu örten yapmak için bir X ’ten Y ’ye bir de (Y ’de
hiçbir eleman unutmamak için) Y ’den X ’e gitmeliyiz.

Yöntem flöyle. ‹lk ad›mda X’in x0 eleman›n› Y’de herhangi
bir elemana yollayal›m. Bu eleman y0 olsun:

x0  y0

‹lk k›smi eflyap› efllemesini bulduk. Resmi afla¤›da.
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x0x1x4 x3x2x5

y5 y1y0y6y12 y8

(X, <)

(Y, <)

x6

y7



Bu ilk ad›mda X ’ten Y ’ye gittik. fiimdi Y ’den X ’e gidece¤iz.
Y’de flimdiye kadar eriflmedi¤imiz ilk eleman› alal›m. Y ’nin ilk
eriflilmeyen eleman› y1. y1’in y0’a göre konumuna bakal›m. ‹ki fl›k
var ya y1 < y0 ya da y1 > y0. ‹kinci fl›kta oldu¤umuzu varsayal›m.

fiimdi (X, <) s›ralamas›nda, x0’a göre konumu y1’in y0’a gö-
re konumuna benzeyen bir eleman bulmaya çal›flaca¤›z. y1,
y0’dan daha büyük oldu¤undan, X ’te x0’dan daha büyük bir
eleman bulmal›y›z. X ’te böyle bir eleman var m›? Evet vard›r,
çünkü X ’in en büyük eleman› olmad›¤›ndan, her elemandan,
x0’dan da büyük bir eleman var. Bu eleman x1 olmayabilir bel-
ki, belki x2 de olmayabilir, ama mutlaka x0’dan büyük bir ele-
man olmal›. x0’dan büyük elemanlar aras›ndan göstergeçi en
küçük olan›n› seçelim. Bu elemana x3 diyelim. (Demek ki x1 ve
x2 elemanlar› x0’dan daha küçük, ama bunun gelecekte hiçbir
önemi olmayacak.) fiimdi x3’le y1’i efllefltirip daha önceki

x0  y0

k›smi eflyap› efllemesini geniflletelim:
x0  y0

x3  y1

Bu da ikinci k›smi eflleme. Resmi afla¤›da:
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x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x3

x0

y0

(X, <)

(Y, <)



‹kinci ad›mda Y ’den X ’e gittik. Üçüncü ad›mda X ’ten Y ’ye
gidece¤iz. X ’in daha önce dokunmad›¤›m›z elemanlar›ndan en
küçük göstergeçi olan›n› seçelim. X ’in x0 ve x3 elemanlar›na
dokunmufluz. x1’e daha dokunmam›fl›z. x1’in daha önce doku-
nulmufl olan x0 ve x3 elemanlar›na göre konumuna bakal›m.
Önümüzde üç fl›k var.

Birinci fl›k: x1 < x0 < x3.
‹kinci fl›k: x0 < x1 < x3.
Üçüncü fl›k: x0 < x3 < x1.
(Asl›nda birinci fl›kta olmam›z gerekti¤ini biliyoruz, ama

daha önce söyledi¤imiz gibi bunun hiçbir önemi yok.) Birinci
fl›kta oldu¤umuzu varsayal›m: x1 < x0 < x3.

fiimdi, (Y, <) s›ralamas›nda, y0 ve y1’e göre konumu, x1’in
x0 ve x3’e göre olan konumuna benzeyen bir eleman bulmaya
çal›flaca¤›z.

x1 < x0 < x3

oldu¤undan, Y’de
y < y0 < y1

eflitsizliklerini, yani y < y0 eflitsizli¤ini sa¤layan bir y eleman›
bulmal›y›z. Böyle bir eleman var m›d›r?

Vard›r, çünkü Y ’nin ilk eleman› olmad›¤›ndan, her elemandan,
y0’dan da küçük bir eleman vard›r. Bu eleman y2 olmayabilir, y3

de olmayabilir, ama böyle bir eleman mutlaka olmal›. Bu koflu-
lu sa¤layan ve daha önce dokunulmam›fl elemanlardan en küçük
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x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x3x1

x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x3x1

?



endislisini alal›m, diyelim y4. fiimdi, daha önce buldu¤umuz,
x0  y0

x3  y1

k›smi eflyap› eflleflmesini 
x0  y0

x1  y4

x3  y1

olarak geniflletelim. Resmi afla¤›da:

Bir sonraki ad›mda, ki bu üçüncü ad›m, Y ’den hareket ede-
ce¤iz. Y ’de daha önce bulaflmad›¤›m›z en küçük göstergeçli ele-
man y2. Bu y2 eleman›n›n daha önce bulafl›lm›fl olan y0, y1 ve
y4 elemanlar›na göre konumuna bakal›m. Dört fl›k olabilir. 

Birinci fl›k: y2 < y4 < y0 < y1.
‹kinci fl›k: y4 < y2 < y0 < y1.
Üçüncü fl›k: y4 < y0 < y2 < y1.
Dördüncü fl›k: y4 < y0 < y2 < y1.
Üçüncü fl›kta oldu¤umuzu varsayal›m:

y4 < y0 < y2 < y1.
Durum flöyle:

fiimdi, (X, <) s›ralamas›nda, x0, x1 ve x3’e göre konumu,
y2’nin y0, y1 ve y4’e göre olan konumuna benzeyen bir eleman
bulmaya çal›flaca¤›z. Yani X’te

x1 < x0 < x < x3.
eflitsizliklerini, yani x0 < x < x3 eflitsizliklerini sa¤layan bir x
eleman› bulmal›y›z. Böyle bir eleman var m›d›r?
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x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x3x1

y4

x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x3x1

y4 y2



Vard›r, çünkü X’in s›ralamas› yo¤undur; herhangi iki ele-
man aras›nda oldu¤u gibi, x0 ve x3 elemanlar› aras›nda da bir
eleman vard›r. Bu elemanlar aras›ndan göstergeçi en küçük ola-
n› seçelim. Diyelim x8 eleman› x0 < x8 < x3 eflitsizliklerini sa¤-
layan en küçük endisli eleman. fiimdi, daha önce buldu¤umuz,

x0  y0

x1  y4

x3  y1

k›smi eflyap› eflleflmesini 
x0  y0

x1  y4

x3  y1

x8  y2

olarak geniflletelim. Resmi afla¤›da:

Bunu böylece sürdürebiliriz. Ne X’te ne de Y’de bir eleman
unutmad›¤›m›zdan emin olmak için, tek say›l› ad›mlarda X’ten,
çift say›l› ad›mlarda Y’den bafllar›z.

X ve Y say›labilir oldu¤undan, bu yöntemi sonsuza kadar
sürdürürsek, X ve Y’nin s›ralamalar›n›n eflyap›sal olduklar›n›
görürüz. Yukardaki örnekte elde edilen eflleme flöyle olur:
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x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x3x1

y4 y2

x8

x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x3x1

y4 y2

x8

ƒ

x0

y1y0

(X, <)

(Y, <)

x3x1

y4 y2

?



3.1. Say›lamaz Sonsuzluktaki Yo¤un ve Uçsuz S›ralamalar.
E¤er kümeler say›labilir sonsuzlukta de¤ilse teorem yanl›flt›r.
Örne¤in gerçel say›lar kümesi "’nin sonuna kesirli say›lar kü-
mesi  ’yü koyal›m, yani (" 3 {0})  ( 3 {1}) kümesini alal›m
ve bu kümeyi flöyle s›ralayal›m:

(x, 0) < (y, 0) $ "’de x < y ise
(x, 1) < (y, 1) $  ’de x < y ise
(x, 0) < (y, 1) her koflulda.

Bu s›ralaman›n resmi flöyle:

Bu s›ralamaya (kümeye de) " +  ad›n› verelim. Bu s›rala-
man›n uçsuz ve yo¤un oldu¤u çok aç›k olmal›.
" +  kümesiyle " kümesi aras›nda bir eflleflme vard›r. (Bu

efllemeyi bulabilir misiniz?) Ama bu iki s›ralama aras›nda bir
eflyap› efllemesi yoktur. Bunu kan›tlayal›m.

Diyelim " s›ralamas›ndan " +  s›ralamas›na giden bir ƒ
eflyap› eflleflmesi var. O zaman

ƒ(a) = (0, 1)
ƒ(b) = (1, 1)

eflitliklerini sa¤layan a, b # " vard›r. 0 < 1 oldu¤undan
(0, 1) < (1, 1)

olur, dolay›s›yla a < b. ƒ s›ralamaya sayg› duydu¤undan [a, b] ara-

l›¤› ƒ alt›nda (0, 1) ile (1, 1) aras›ndaki tüm elemanlara yani 
[0, 1] 3 {1}

kümesine gitmelidir. Bu da [a, b] aral›¤› ile [0, 1] kesirli say›-
lar aras›nda bir efllemeye yol açar ki, bir gerçel say› aral›¤›n›n
say›labilir sonsuzlukta olmad›¤›n› biliyoruz [SKK].
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" 3 {0} % "   3 {1} %  

" 3 {0} % "   3 {1} %  

" a b

ƒ(a) ƒ(b)

ƒ





4. ‹yis›ralamalar› Hissetmek

‹
yis›ralamay› koyun s›ralamaya benzetmek pek yanl›fl olmaz.
Sonsuz say›da koyun da olsa, iyis›ralanm›fl bir koyun sürü-
sünde mutlaka birinci koyun olmal›. ‹kinci, üçüncü, dör-

düncü koyun da... Son koyun d›fl›nda (e¤er varsa öyle bir ko-
yun!), her koyundan hemen sonra gelen bir koyun olmal›. Da-
has›, sürü öyle s›ralanmal›, yani koyunlar öyle numaralanmal›
ki, her altsürüde numaras› en küçük bir koyun olsun... ‹flte bu
son özelli¤i sa¤layan s›ralamalara 

�����������denir.
Sonlu bir sürüyü iyis›ralamak marifet say›lmaz, bunu mü-

hendisler bile yapar. Az sonsuz (örne¤in do¤al say›lar kadar
sonsuz olan) sürüleri iyis›ralamak da marifet say›lmaz. Marifet,
çok sonsuz (örne¤in gerçel say›lar kadar olan) sürüleri iyis›ra-
lamakta. Bu ve bundan sonraki birkaç bölümün ana sorular›n-
dan biri de iflte bu: Bir sürü ne kadar büyük olursa olsun iyis›-
ralanabilir mi?

fiu teoremi biliyoruz [S‹]:

Teorem 4.1. ’nin bofl olmayan her altkümesinin bir en kü-

çük eleman› vard›r.



4.1. ‹yis›ralama. ( , <) s›ralamas›nda oldu¤u gibi, bofl ol-
mayan her altkümesinin en küçük eleman› oldu¤u s›ralamalara
iyis›ralama denir. Yani bir (X, <) s›ralamas›n›n iyi s›ralama ol-
mas› için,

‹S. Her  !"!A # X altkümesi için, öyle bir a $ A var-

d›r ki her x $ A için a ≤ x olur

özelli¤inin sa¤lanmas› gerekir.

‹S özelli¤ini sa¤layan (X, <) s›ralamalar›na iyis›ralama de-
nir. X’e de < s›ralamas›yla iyis›ralanm›flt›r denir.

Tan›mdan hemen anlafl›laca¤› üzere, bir iyis›ralaman›n her
altkümesi de bir iyis›ralamad›r, yani (X, <) bir iyis›ralamaysa
ve Y # X ise, (Y, <) de bir iyis›ralamad›r; sonuçta, Y’nin her alt-
kümesi X’in de bir altkümesidir.

‹yis›ral› kümeler tams›ral›d›r, yani iyis›ral› bir kümenin her-
hangi iki eleman› karfl›laflt›r›labilir. Nitekim, e¤er x ve y iyis›-
ral› bir kümenin iki eleman›ysa ve ‹S özelli¤inde A = {x, y} al›r-
sak, x ve y’den birinin di¤erinden küçükeflit oldu¤unu görürüz.

Sonlu her tams›ralama iyis›ralama olmak zorundad›r elbette. 

Do¤al say›lar kümesi  ’nin do¤al s›ralamas›yla birlikte bir
iyis›ralama oldu¤unu gördük. Do¤al s›ralamayla iyis›ralanm›fl
bir küme olarak görüldü¤ünde  yerine % (omega, Yunan al-
fabesinin son harfi) yazmak bir gelenektir; biz de bundan böy-
le  yerine s›k s›k % yazaca¤›z.
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X, iyis›ral› bir küme A, X’in bofl olmayan
herhangi bir altkümesi

A’n›n en küçük eleman›

A

Sonlu bir iyis›ralama:
a   5   x3   √2   &   s

a 5 x3 √2 & s



Bu bölümde iyis›ralamalar› biraz olsun anlamaya çal›flaca¤›z.
(X, <) herhangi bir iyis›ralama olsun.
E¤er X =  ise söylenecek fazla bir fley yok, boflküme hakk›n-

da ne söylenebilirse, bu iyis›ralama hakk›nda da o kadar söylene-
bilir. 

E¤er X "  ise, o zaman ‹S özelli¤inde A = X alarak, X’in
bir en küçük eleman› oldu¤unu görürüz. X’in bu en küçük ele-
man›na x0 diyelim. (Demek ki bofl olmayan her iyi s›ralaman›n
bir en küçük eleman› vard›r.)

fiimdi X \ {x0} kümesine bakal›m. E¤er bu küme boflsa, o za-
man X sadece x0 eleman›ndan oluflmufltur ve gene söyleyecek
fazla bir fley olamaz. E¤er X \ {x0} kümesi bofl de¤ilse, o zaman
‹S özelli¤inde A = X \ {x0} alal›m ve bu kümenin en küçük ele-
man›na x1 diyelim. x1, x0’dan sonra gelen ilk elemand›r.

E¤er X = {x0, x1} ise, X iyis›ralamas› için tek söyleyebilece¤i-
miz fley, x0’›n x1’den küçük oldu¤udur. Diyelim X sadece bu iki
elemandan ibaret de¤il. O zaman X \ {x0, x1} kümesi bofl olmad›-
¤›ndan, ‹S özelli¤ine göre bu kümenin bir en küçük eleman› var-
d›r. Bu elemana x2 diyelim. x2, x1’den sonra gelen ilk elemand›r.

Bunu böylece sürdürebiliriz. n-inci aflamada, X’in en küçük
ilk n eleman›n› bulduk diyelim. Bu elemanlara (s›ras›yla!)

x0, x1, x2, ..., xn'1

diyelim. 
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x0 X

(X, <) iyis›ralamas› ve X’in en küçük eleman› x0

x0 X

(X, <) iyis›ralamas› ve X’in en küçük iki eleman› x0 ve x1

x1

x0 X

(X, <) iyis›ralamas› ve X’in en küçük üç eleman› x0, x1 ve x2

x1 x2

x0 Xx1 x2 xn'1...



fiimdi,
Xn = {x0, x1, x2, ..., xn'1}

tan›m›n› yapal›m. Demek ki
X0 =  ,
X1 = {x0}
X2 = {x0, x1}
X3 = {x0, x1, x2}

vb.

E¤er X " Xn ise, yani X \ Xn "  ise, o zaman ‹S özelli¤ine
göre X \ Xn kümesinin bir en küçük eleman› vard›r. Bu elema-
na xn diyelim. xn, xn'1’den sonra gelen ilk elemand›r.

X’in tüm elemanlar›n› bu yöntemle sonlu bir zaman sonra
tüketirsek, yani belli bir n do¤al say›s› için,

X = Xn = {x0, x1, x2, ..., xn'1} 
ise, o zaman X sonlu bir kümedir (tam n eleman› vard›r) ve s›-
ralamas› do¤al s›ralanm›fl 

{0, 1, ..., 2, n ' 1}
kümesinden pek farkl› de¤ildir. Do¤al s›ralanm›fl

{0, 1, ..., 2, n ' 1}
kümesinin n olarak simgelenmesi okuru flafl›rtmamal› [S‹]:

n = {0, 1, ..., 2, n ' 1}
ve

0 < 1 < .... < n ' 1.
X’in sonlu tane, diyelim n tane eleman› varsa, yukarda da

dedi¤imiz gibi, X iyis›ralamas› aynen n iyis›ralanmas›na ben-
zer, elemanlar›n adlar›ndan baflka aralar›nda bir fark yoktur.
Daha matematiksel deyiflle n’den X’e giden ve s›ralamay› koru-
yan (yani sürekli artan) bir ƒ efllemesi vard›r. Bu ƒ efllemesi i sa-
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x0 Xx1 x2 xn'1

XnX3
...



y›s›n› xi eleman›na götürür, yani her i < n için, ƒ(i) = xi’dir. (Bu-
rada xi, X’in i-inci eleman›d›r.)

S›ralamay› bozmayan fonksiyonlara eflyap› fonksiyonu ya
da s›ralama morfizmas› ad› verilir, k›saca morfizma dendi¤i de
olur. Matematiksel tan›m flöyle: (X, <) ve (Y, <) birer iyis›rala-
ma olsunlar ve ƒ : X ( Y fonksiyonu, her x1, x2 $ X için,

x1 < x2 ) ƒ(x1) < ƒ(x2)
özelli¤ini sa¤las›n. O zaman ƒ’ye s›ralama morfizmas› ad› ve-
rilir. Okullarda s›ralama morfizmas› daha çok artan fonksiyon

ad›yla an›l›r.
‹yis›ralanm›fl kümeler üzerine s›ralama morfizmalar› birebir

olmak zorundad›r, çünkü iyis›ral› bir küme tams›ral›d›r. Nite-
kim, ƒ(x1) = ƒ(x2) ise ne x1 < x2 ne de x2 < x1 do¤ru olabilir,
dolay›s›yla, tams›ralamadan dolay›, x1 = x2 olmal›. 

E¤er ƒ s›ralama morfizmas› ayr›ca örtense, o zaman ƒ’ye s›-
ralama efllemesi denir. Aralar›nda bir eflyap› efllemesi olan (X, <)
ve (Y, <) iyis›ralamalar›na eflyap›sal (ya da izomorfik) denir ve
bu olgu (X, <) * (Y, <) ya da k›saca X * Y olarak gösterilir.
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x0 x1 x2 xn'1...

0 1 2 n!' 1...

ƒ ƒ

X

E¤er X’in n eleman› varsa, X * n

n

(X, <)

(Y, <)

Bir s›ralama morfizmas›



Demek ki tam n tane eleman› olan iyis›ral› bir kümeyle
n = {0, 1, ..., 2, n ' 1}

iyis›ralamas› eflyap›sald›r. Böylece sonlu iyis›ralamalar› anlam›fl
olduk. S›ra geldi sonsuz iyis›ralamalara...

Bundan böyle X sonlu olmas›n. O zaman her n do¤al say›-
s› için X’in n-inci eleman› vard›r. Bu elemana xn demifltik, de-
meye de devam edece¤iz.

Bu xn elemanlar›ndan (n $  ) oluflan kümeye X% ad›n› ve-
relim. X%’n›n aynen  ’ye (daha do¤rusu %’ya) benzedi¤ini
okur anlam›flt›r herhalde, yani X% ile % (yani do¤al say›lar kü-
mesi  ) aras›nda bir s›ralama efllemesi vard›r: X% * %.

Not: X%’n›n gerçekten bir küme oldu¤u pek bariz olmayabi-
lir. [S‹] ders notlar›m›zda kümeler kuram›n›n birkaç basit aksi-
yomunu vermifltik. Bu aksiyomlara dayanarak X%’n›n küme ol-
du¤unu kan›tlayabiliriz: +(x) flu özellik olsun: “{y $ X : y < x}
kümesiyle bir do¤al say›s› aras›nda bir eflleme var.” X% = {x $ X

: +(x)} eflitli¤inden dolay›, X% bir kümedir. (Tan›mlanabilir Alt-
küme Aksiyomu, [S‹].)

‹ki seçenek var. Ya X = X% *!% ya da X " X%. Birinci fl›kta
X’in neye benzedi¤i belli, %’ya benzer. ‹kinci fl›kta yo¤unlafla-
l›m. O zaman X \ X% boflküme de¤ildir, dolay›s›yla en küçük
bir eleman› vard›r. Bu elemana x% diyelim. x% eleman› daha ön-
ce buldu¤umuz bütün xn (n $  ) elemanlar›ndan hemen sonra
gelen ilk elemand›r, yani x% eleman›, her n do¤al say›s› için, xn

< x eflitsizli¤ini sa¤layan X ’in en küçük eleman›d›r.
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X%+1 = X% , {x%} olsun. Burada %+1 simgesine özel bir an-
lam vermeye çal›flmay›n, %+1’i daha sonra tan›mlayaca¤›z.
fiimdilik %+1 simgesini tek bir simge gibi alg›lay›p X%+1 iyis›ra-
lamas›na yo¤unlafl›n: X%+1 iyis›ralamas›, X% iyis›ralamas›n›n
“sonuna” x% eleman› eklenerek elde edilmifltir.

E¤er x%, X ’in son eleman›ysa, yani X ’te xn’lerden ve x%’dan
baflka eleman kalmam›flsa, o zaman X = X% , {x%} = X%+1’dir.
Bu durumda, X’i ve s›ralamas›n› anlad›k: X, sonuna bir eleman
eklenen %’ya benziyor. (Bir sonraki bölümde bir iyis›ralaman›n
sonuna bir eleman eklemenin ne demek oldu¤unu daha ayr›n-
t›l› bir biçimde anlataca¤›z.)

E¤er x%, X ’in son eleman› de¤ilse, yani X " X%+1 ise, o zaman
X \ X%+1 "! olur ve X \ X%+1 kümesinin bir en küçük eleman›
vard›r. Bu elemana, tahmin edece¤iniz gibi, x%+1 diyelim. x%+1,
x%’dan sonra gelen ilk elemand›r. Gene tahmin edece¤iniz gibi

X%+2 = X%+1 , {x%+1} = X% , {x%, x%+1}
olsun.

Genel olarak, bir n do¤al say›s› için, X’in
X%+n = X% , {x%, x%+1, ..., x%+n'1}

altkümesini buldu¤umuzu varsayal›m. E¤er belli bir n do¤al say›-
s› için X = X%+n ise ne âlâ, X ’i anlad›k demektir. E¤er X%+n "!X
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ise X \ X%+n kümesinin en küçük bir eleman› olmal›. Bu elema-
na x%+n diyelim. E¤er hiçbir n do¤al say›s› için X " X%+n ise o
zaman bu yöntemle X ’i tüketemeyiz ve sürekli x%+n elemanla-
r›n› buluruz.

X2% = X% , {x%+n : n $  }
olsun.

X2% s›ralamas›n›n nas›l bir s›ralama oldu¤u belli. Bafl›nda %
(yani  ) iyis›ralamas› var. Bir de sonunda ayr› bir % var. De-
mek ki X2%, %’n›n (yani do¤al say›lar kümesinin) iki ayr›k kop-
yas›ndan olufluyor, biri bafl›nda (küçükler), di¤eri sonunda (bü-
yükler).

E¤er X = X2% ise, iflimiz bitti, o zaman X’i ve iyis›ralamas›-
n› anlad›k. E¤er X " X2% ise, o zaman X \ X2% kümesinin bir
en küçük eleman› vard›r. Bu elemana x2% diyelim.
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Bunu böylece sürdürebiliriz. X ’te x2%’dan daha büyük bir
eleman varsa, x2%’dan daha büyük elemanlar›n en küçü¤üne
x2%+1 diyelim. Varsa, malum yöntemle x2%+2, x2%+3, ... eleman-
lar›n› bulal›m. E¤er X ’in sonuna var›rsak iflimiz biter. Yoksa, 

X3% = X2% , {x2%+n : n $  }
olsun. E¤er X = X3% ise o zaman X, %’n›n üç kopyas›ndan olu-
fluyor demektir: küçük kopya, ortanca kopya, üçüncü kopya.

Kendimizi biraz fazla tekrarlamaya bafllad›k... k-inci sevi-
yeye kadar, yani Xk%’ya kadar geldi¤imizi varsayal›m. Xk%, s›-
ralama olarak %’n›n k tane kopyas›na benzer: 1’inci kopya,
2’inci kopya, ..., k-inci kopya. Her kopya kendi içinde do¤al s›-
ralanm›flt›r ve her kopyan›n tüm elemanlar› daha sonraki kop-
yalar›n tüm elemanlar›ndan daha küçüktür. Örne¤in üçüncü

kopyan›n 25’i, dördüncü kopyan›n 2’sinden daha küçüktür.
E¤er Xk% = X ise iflimiz bitti. Yoksa X \ Xk% kümesinin en

küçük bir eleman› olmal›. Bu elemana xk% diyelim. xk%’dan he-
men sonra gelen elemana xk%+1 diyelim. (E¤er xk%, X’in en bü-
yük eleman› de¤ilse böyle bir eleman vard›r.) Devam edip
xk%+2, xk%+3, ... elemanlar›n› da (varsa!) bulabiliriz. X ’te ele-
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man kald›¤› sürece devam edelim. E¤er xk%+n elemanlar›n›n hiç-
biri X ’in en büyük eleman› de¤ilse (k sabit, n de¤ifliyor) bu
yöntemi hiç durmadan sürdürebiliriz. X(k+1)% flimdiye kadar
buldu¤umuz tüm elemanlar›n kümesi olsun. (X(k+1)% bir küme-
dir, güvenin bana!) E¤er X = X(k+1)% ise, durmak zorunday›z ve
bu durumdan pek yak›nm›yoruz herhalde. Ama e¤er X "

X(k+1)% ise, o zaman bofl olmayan X \ X(k+1)% kümesinin en kü-
çük eleman›na x(k+1)% diyelim ve mümkün oldu¤u sürece bu
yöntemle yolumuza devam edelim. Böylece her k do¤al say›s›
için Xk% kümelerini elde etti¤imizi ama X’in bu yöntemle tü-
kenmedi¤ini varsayal›m.

X%2, tüm bu Xk% kümelerinin bileflimi olsun:
X%2 = ,k$ Xk%.

Al›flt›rma: X%2 toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlay›n.
(X’in iyis›ral› bir küme oldu¤unu kullanabilirsiniz.)

E¤er X%2 = X ise sorun yok. E¤er X%2 " X ise X \ X%2 kü-
mesinin en küçük eleman›na x%2 diyelim. X%2+1 = X%2 , {x%2}
olsun.

E¤er X ’te baflka eleman kalmam›flsa o zaman X = X%2+1’d›r.
Kalm›flsa, x%2’den hemen sonra gelen bir eleman vard›r. Bu ele-
mana x%2+1 ad›n› verelim. E¤er X’in elemanlar› bitmezse, X ’in

x%2+1, x%2+2, x%2+3, x%2+4, ... 
elemanlar›n› bulabiliriz.

X%2+% kümesi X’in flimdiye kadar bulabildi¤imiz tüm ele-
manlar›ndan oluflsun.

x%2+%, x%2+%+1, x%2+%+2, x%2+%+3, ...
elemanlar›n›n nas›l bulunabilece¤ini okur tahmin etmifltir: Her
biri bir öncekinden hemen sonra gelen elemand›r. Bu x%2+%+k

elemanlar›n›n sonu gelmiyorsa, tüm bu elemanlar kümesine
X%2+2% diyelim.
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Okur herhalde, e¤er X tükenmezse, 
X%2+3%, X%2+4%, X%2+5%, ... 

kümelerinin nas›l bulunduklar›n› anlam›flt›r. Bunlar›n bileflimi-
ne X2%2 diyelim. Gidebildi¤imiz kadar gidelim. E¤er X tüken-
mezse, s›rayla

X2%2, X3%2, X4%2, ...
kümelerini elde ederiz. Bunlar›n bileflimine de X%3 diyelim.
E¤er X daha önce tükenmezse, X’in

X%3, X%4, X%5, ...
kümelerini elde ederiz. Bunlar›n bileflimine de X%% diyelim.

Ard›ndan s›rayla X%%, X2%%, X3%%, ... altkümelerini de bula-
biliriz. Bunlar›n bileflimine X%%%, ya da X%%+1 diyelim. Bundan
sonra X%%+2, X%%+3, X%%+4 altkümeleri (bafllang›ç dilimleri) bulu-
nur. Devam edelim ve tüm bu altkümelerin bileflimine X%%+% ya
da X%2% diyelim. Devam edelim. S›rayla X%3%, X%4%, X%4%,... alt-
kümelerini de bulruuz. Bunlar›n bileflimine X%%% ya da X%%2 di-
yelim. E¤er X’i hala daha bitirememiflsek, X%%3, X%%4, X%%5, ...
altkümelerini de bulabiliriz. Bunlar›n bileflimine X%%% diyelim.
X’in hala daha bitmedi¤ini varsayal›m. 

-1 = %,
-2 = %%,
-3 = %%%,
-4 = %%%%,
-5 = %%%%

%

olsun. Genel olarak,
-n+1 = %-n

olarak tan›mlans›n (-n
% olarak de¤il!) Bu tan›mlar flimdilik bi-

çimsel, yani -n’ler anlams›z fleyler. -n’leri göstergeç (endis, in-
deks) olarak kullanaca¤›z. X-1

, X-2
, X-3

altkümelerinin nas›l
bulunabilece¤ini okur tahmin etmifltir. E¤er X izin verirse, de-
vam edip, her n $  için, X ’in X-n

altkümelerini de bulabiliriz.
X ’in hiç bitmedi¤ini varsayarak, X-n

altkümelerinin bileflimine
X.0 diyelim.
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X’te yer kalm›flsa devam edebiliriz. ‹steyen devam etsin.
Ben s›k›ld›m. 

‹mkâns›z U¤rafl. Okur, konunun zevkine daha çok varmak
için do¤al say›lar kümesinin altkümelerinin kümesi olan
/( )’nin bir iyis›ralamas›n› bulmaya çal›flmal›d›r. En az yar›m
saat kadar. En fazla da bir saat... Bir saati aflmas›n çünkü - önce-
den söyleyelim - baflaramayacakt›r. /( )’nin bir iyis›ralamas›
bulunamaz ama vard›r. /( )’nin iyis›ralanabilece¤ini (iyis›rala-
may› bulamadan) ilerde yeni aksiyom yard›m›yla kan›tlayaca¤›z.
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5. Eski ‹yis›ralamalardan
Yeni ‹yis›ralamalar Türetmek

Bu bölümde eski iyis›ralamalardan yenilerini elde etmeyi ö¤-

renece¤iz. Basitten zora do¤ru gidece¤iz.

5.1. ‹yis›ralaman›n Sonuna Bir Eleman Eklemek. Bu altbö-

lümde, bir iyis›ralaman›n “en sonuna” yeni bir eleman ekleye-

ce¤iz.

(X, <) bir iyis›ralama olsun. s, X ’te olmayan bir eleman ol-

sun. X’teki s›ralamay› koruyarak ama s’yi X’in her eleman›n-

dan büyük yaparak X  {s} kümesini s›ralayabiliriz. X  {s}

kümesi üzerine kurulan ve  olarak simgeleyece¤imiz bu yeni

s›ralama biçimsel olarak flöyle tan›mlan›r: x, y ! X  {s} için,

x  y ancak ve ancak

1) x, y ! X ve x < y ise ya da

2) x ! X ve y = s ise.

Bu s›ralama da bir iyis›ralamad›r. Nitekim A, X  {s} kümesi-

nin bofl olmayan bir altkümesi olsun. E¤er A " X # $ ise, o za-

eski iyis›ralama

yeni iyis›ralamada eski yenis›ralaman›n
her eleman›ndan daha büyük oldu¤u buyrulan
yeni eleman

yeni iyis›ralama

s



man A " X kümesinin < s›ralamas›na göre en küçük eleman›

A’n›n  s›ralamas›na göre en küçük eleman›d›r. Öte yandan

e¤er A " X = $ ise o zaman A = {s} olmak zorundad›r ve s el-

bette bu durumda A’n›n en küçük eleman›d›r.

5.2. ‹ki ‹yis›ralamay› Toplamak. Bu altbölümde bir iyis›ra-

lamay› bir baflka iyis›ralaman›n “sonuna” ekleyerek bir önceki

paragraftaki yöntemi genellefltirece¤iz ve yeni bir iyis›ralama

elde edece¤iz. Bölüm 2.2.4’te bu yöntemden sözetmifltik.

(X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. fiimdilik X ve Y kü-

melerinin ayr›k olduklar›n› (yani kesiflmediklerini) varsayal›m.

X  Y kümesi üzerine, X + Y ad›n› verece¤imiz bir s›ralama ta-

n›mlayaca¤›z. X  Y kümesini, X ve Y’nin s›ralamalar›n› koru-

yarak, ama Y’nin elemanlar›n› X’in elemanlar›ndan daha bü-

yük olduklar›na hükmederek s›ralayal›m. Biçimsel tan›m flöyle:

u, v ! X  Y için, u  v ancak ve ancak

1) u, v ! X ve u < v ise ya da

2) u, v ! Y ve u < v ise ya da

3) u ! X ve v ! Y ise.

X + Y s›ralamas›n›n resmi afla¤›da.

Bu da bir iyis›ralamad›r. Nitekim A, X  Y kümesinin bofl

olmayan bir altkümesi olsun. E¤er A’n›n X’le kesiflimi bofl de-

¤ilse, o zaman A " X altkümesinin X s›ralamas›na göre en kü-

72 5. Eski ‹yis›ralamalardan Yeni ‹yis›ralamalar Türetmek

A
sX

birinci eski iyis›ralama

yeni iyis›ralama

ikinci eski iyis›ralama

X Y

x1 x2 y1 y2

X + Y s›ralamas›; x1   x2   y1   y2

X + Y



çük eleman› A’n›n en küçük eleman›d›r. E¤er A’n›n X ’le kesi-

flimi boflsa, o zaman A, Y ’nin bofl olmayan bir altkümesidir ve

A’n›n Y s›ralamas›ndaki en küçük eleman› A’n›n X + Y ’nin s›-

ralamas›ndaki en küçük eleman›d›r.

E¤er X ve Y kümeleri kesifliyorsa, o zaman X yerine X % {0},

Y yerine Y % {1} alal›m ve X ve Y ’nin verilen s›ralamalar›n› s›ra-

s›yla X % {0} ve Y % {1} kümelerinin üstüne tafl›yal›m. Sonra bir

önceki paragrafta X ve Y ile yapt›¤›m›z› art›k ayr›k olan X % {0}

ve Y % {1} kümeleriyle yapal›m.

Bunu bir örnekle gösterelim. X ve Y bir sonraki flekildeki

gibi olsunlar.

Yani

X = {a < b < c < d < e}

ve

Y = {1 < b < 2 < 3 < e < 4}

olsun. Bu iki s›ralamay› flöyle yazal›m:

X % {0}: (a,0) < (b,0) < (c,0) < (d,0) < (e,0),

Y % {1}: (1,1) < (b,1) < (2,1) < (3,1) < (e,1) < (4,1).

Dikkat ederseniz X ’ten X % {0}’a geçerken X ’in s›ralamas›n›

koruduk. Ayn› özeni Y için de gösterdik. fiimdi, afla¤›daki fle-

kildeki gibi X % {0}’›n elemanlar›ndan hemen sonra Y % {1}’in

elemanlar›n› yazal›m.
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Matematikçi günlük kofluflturma içinde bu kadar çok özen

göstermez. X ve Y kesiflse bile X ve Y ’nin elemanlar›n› iki kez

yazar. Örne¤in, profesyonel matematikçi yukardaki örne¤i, 

olarak yazar, ama bilir ki birinci b ile ikinci b farkl› elemanlar-

d›r. E¤er çok bafl› s›k›fl›rsa, X + Y ’yi

olarak gösterir.

Örne¤in  +  iyis›ralamas›,  iyis›ralamas›n›n sonuna ay-

n› s›ralaman›n bir kopyas› konarak elde edilir. ‹flte resmi:

5.3. Alfabetik S›ralama ya da ‹ki ‹yis›ralamay› Çarpmak.

(X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. Bu paragrafta X % Y küme-

si üzerine Bölüm 2.2.6’da tan›mlad›¤›m›z alfabetik s›ralaman›n

bir iyis›ralama oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Alfabetik s›ralamay›

an›msatal›m: (x1, y1) ve (x2, y2) çiftleri X % Y kümesininin iki

eleman› olsun. E¤er

x1 < x2

ise ya da
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x1 = x2 ve y1 < y2

ise, (x1, y1)’in (x2, y2)’den daha küçük oldu¤u söylenir ve bu

(x1, y1) < (x2, y2)

olarak yaz›l›r. Bunun bir s›ralama oldu¤u çok belli. Bir iyis›ra-

lama oldu¤unu kan›tlayal›m. Afla¤›daki flekilden takip edin. U,

X % Y kümesininin bofl olmayan bir altkümesi olsun.

A = {x ! X : bir y ! Y için (x, y) ! U}

olsun. A, boflküme olamaz. Demek ki A’n›n bir en küçük ele-

man› vard›r. Bu elemana a diyelim.

B = {y ! Y : (a, y) ! U} = ({b} % Y) " U

olsun. a ! A oldu¤undan, B boflküme olamaz. Demek ki B’nin

de bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana b diyelim. b ! B

oldu¤undan, (a, b) ! U.

fiimdi (a, b)’nin U ’nun en küçük eleman› oldu¤unu kan›taya-

l›m. (x, y), U ’nun herhangi bir eleman› olsun. Demek ki x ! A.

Dolay›s›yla x ≥ a. E¤er x > a ise, elbette (a, b) < (x, y). E¤er x = a

ise, o zaman (a, y) = (x, y) in U oldu¤undan, y ! B. Demek ki 

y ≥ b. E¤er y > b ise, o zaman elbette (a, b) = (x, b) < (x, y). E¤er

y = b ise, o zaman (a, b) = (x, y). Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. 
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6. ‹yis›ralamalarda Tümevar›m

Do¤al say›lar kümesi  ’de tümevar›mla kan›t yapmas›n› bi-

liyoruz. An›msayal›m:

Olgu 6.1. [Do¤al Say›larda Tümevar›m ‹lkesi 1]. A (  bir

altküme olsun. A’n›n flu iki özelli¤i oldu¤unu varsayal›m:

1) 0 ! A.

2) Her n do¤al say›s› için, n ! A ise o zaman n + 1 ! A.

Bu durumda A =  ’dir.

Bu teoremi do¤al say›lar› ve do¤al say›lar kümesi  ’yi tan›m-

lad›¤›m›z [S‹] ders notlar›nda kan›tlam›flt›k. Ayn› ders notlar›nda

bir tümevar›m ilkesi daha kan›tlam›flt›k:

Olgu 6.2. [Do¤al Say›larda Tümevar›m ‹lkesi 2]. A (  bir

altküme olsun. X’in flu özelli¤i oldu¤unu varsayal›m:

Her n do¤al say›s› için, e¤er

{m !  : m < n} ( A

ise, o zaman n ! A.

Bu durumda A =  ’dir.



Bu teoremlerden en az›ndan biri olmadan do¤al say›lar

hakk›nda ele avuca s›¤an bir teorem kan›tlayamay›z. 

Birinci teorem do¤al say›larda toplamayla ilgili bir fley söy-

lüyor. ‹kinci teoremde ise toplama yerine sadece < eflitsizli¤i

var. Birinci teoremi olmasa da ikinci teoremi iyis›ralamalara

genellefltirebiliriz. En az›ndan ikinci teoremin ayn›s›n› iyis›rala-

malar için formüle edip kan›tlamaya çal›flabiliriz.

Birinci teorem de, yaz›ld›¤› biçimde de¤il ama buna yak›n

bir biçimde iyis›ralamalara genellefltirilebilir. Bunu daha sonra

ordinaller için yapaca¤›z.

Bu bölümün amac› ikinci tümevar›m ilkesini do¤al say›lar-

dan iyis›ralamalara genellefltirmek. 

Teorem 6.3. [‹yis›ralamalarda Tümevar›m ‹lkesi]. (X, <) bir

iyi s›ralama olsun. A ( X bir altküme olsun. A’n›n flu özelli¤i

oldu¤unu varsayal›m:

Her x ! X için, e¤er

{y ! X : y < x} ( A

ise, o zaman x ! A.

Bu durumda Y = X’dir.

Kan›t: Diyelim, A, X ’e eflit de¤il. O zaman X \ A kümesi

bofl de¤ildir. Dolay›s›yla X iyis›ralamas›n›n X \ A altkümesinin

bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana x diyelim. 

x, X \ A altkümesinin en küçük eleman› oldu¤undan, x’ten

küçük hiçbir eleman X \ A kümesinde olamaz, yani x’ten kü-

çük her eleman A’dad›r. Varsay›lan koflula göre x, A’da olma-

l›. Bir çeliflki elde ettik. Demek ki A, X ’e eflit olmal›. n

Görüldü¤ü gibi kan›t çok basit. Nas›l do¤al say›larla ilgili

en küçük bir gerçe¤i kan›tlamak için tümevar›m kullan›l›yorsa,

iyis›ralamalarda da en küçük bir fleyi kan›tlamak için tümeva-

r›m gerekir. ‹yis›ralamalarda tümevar›ms›z bir fley kan›tlana-

maz desek yeridir. Belki flu tuhaf teorem d›fl›nda...
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Teorem 6.4. ‹yis›ral› bir kümede sürekli azalan bir dizi yok-

tur. 

Kan›t: (X, <) iyis›ral› bir küme olsun. (xn)n, X’in sürekli

azalan bir dizisi olsun. Demek ki her n < m do¤al say›lar› için

xn, xm ! X ve e¤er n < m ise xm < xn. Bir çeliflki elde edece¤iz. 

A = {xn : n !  }

olsun. A’n›n bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana xn diye-

lim. Ama o zaman xn+1 ! A ve xn+1 < xn, bir çeliflki. n

Bir Uygulama. ‹yis›ralamalarda tümevar›mla kan›t tekni¤i-

nin bir uygulamas›n› görelim flimdi.

Altbölüm 5.1’de, bir iyis›ralaman›n sonuna yeni bir eleman

ekleyerek yeni bir iyis›ralama elde ettik. Yeni iyis›ralaman›n

resmi afla¤›daki gibi. 

E¤er X bir iyis›ralamaysa, X ’in sonuna bir eleman eklene-

rek elde edilen s›ralamaya X+ diyelim.

Bu bölümde X iyis›ralamas›yla X+ iyis›ralamas›n›n gerçek-

ten farkl› olduklar›n› kan›tlayaca¤›z. Daha matematiksel bir

deyiflle, aralar›nda bir eflyap› efllemesi olmad›¤›n› kan›tlayaca-

¤›z. Daha aç›k bir deyiflle, X+’dan X ’e giden ve s›ralamay› ko-

ruyan (yani artan) bir eflleme olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Kan›ta giriflmeden önce problemi biraz tart›flal›m. Diyelim

X+’dan X ’e giden ve s›ralamay› koruyan (yani mutlak artan) bir

eflleme var. Bu efllemeye ƒ diyelim ve ƒ’yi anlamaya çal›flal›m.
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Yukardaki flekilden takip edin. ƒ, X+ iyis›ralamas›n›n ilk

elemanlar›n› (ki bunlar X ’in de ilk elemanlar›d›r) gene kendile-

rine götürmeli, yani ƒ bafllang›çta her x’i gene kendisine götü-

ren özdefllik fonksiyonu olmal›. Örne¤in X+’n›n ilk eleman› (ki

bu X ’in ilk eleman›d›r) ƒ alt›nda gene X’in ilk eleman›na git-

meli, yoksa ƒ hiçbir zaman X ’in ilk eleman›na de¤emez ve do-

lay›s›yla örten olamaz. 

X’in ilk elemanlar›na flekildeki gibi xn dersek, ƒ(xn) = xn

eflitli¤i hemen hemen bariz olmal›. Yani sol tarafta asayifl ber-

kemal, her eleman ƒ alt›nda kendisine gidiyor.

Öte yandan, X+’n›n en son eleman›na, flekilde oldu¤u gibi, s

dersek, ƒ(s), X ’in en son eleman› olmal›, çünkü e¤er y ! X her-

hangi bir elemansa, belli bir x ! X+ için, y = ƒ(x) olur ve x ≤ s

oldu¤undan, y = ƒ(x) ≤ ƒ(s) olur.

fiimdi ƒ(s)’nin ƒ alt›nda gitti¤i eleman olan ƒ(ƒ(s))’ye, yani

ƒ2(s)’ye bakal›m. Bu eleman ƒ(s)’den hemen önceki eleman ol-

mal›, çünkü ƒ(s), s’den hemen önceki elemand›r. Ayn› neden-

den, ƒ2(s), ƒ(s)’den hemen önce gelen eleman oldu¤undan,

ƒ3(s), ƒ2(s)’den hemen önce gelen eleman olmal›. 

Görüldü¤ü gibi sol tarafta özdefllik fonksiyonu olan ƒ, sa¤

tarafta elemanlar› bir eksiltiyor... Ortalarda bir yerde sorun

ç›kmal›... Bir yerde ƒ eleman› kendisine mi götürmek, yoksa

eksiltmek mi gerekti¤ine birtürlü karar verememeli...

Yukardaki parlak fikir ne yaz›k ki matematiksel olarak befl

para etmez. “Ortalarda bir yer” diye bir yerden sözedilemez

matematikte.

Söyledi¤imizi kan›tlayaca¤›z ama tümevar›m kullanarak

kan›tlayaca¤›z. Tümevar›mla, her x ! X için ƒ(x) = x eflitli¤ini

kan›tlayaca¤›z. Böylece s’ye gidecek yer kalmayacak ve bir çe-

liflki elde edece¤iz.

A = {x ! X : ƒ(x) = x}

olsun. A’n›n X ’e eflit oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Bunun için,

X ’ten herhangi bir x eleman› al›p,
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{y ! X : y < x} ( A

varsay›m›ndan yola ç›k›p x ! A iliflkisini kan›tlamal›y›z.

Demek ki x’ten küçük her eleman›n ƒ alt›nda kendisine git-

ti¤ini varsay›yoruz ve x’in de ƒ alt›nda kendisine gitti¤ini kan›t-

layaca¤›z.

ƒ(x) eleman›na bakal›m. Bu eleman›n nerede oldu¤unu an-

lamaya çal›flaca¤›z.

ƒ(x), x’ten küçük olamaz. Aksi takdirde ƒ(x) ! A, yani

ƒ(ƒ(x)) = ƒ(x) olurdu ve ƒ birebir oldu¤undan ƒ(x) = x olurdu,

bir çeliflki.

ƒ(x), x’ten büyük olamaz. Aksi takdirde X+’n›n hiçbir ele-

man› x’e de¤emezdi. Nitekim e¤er ƒ(y) = x ise, ƒ(y) = x < ƒ(x)

ve y < x olur. Ama o zaman da y ! A içindeli¤i ve x = ƒ(y) = y

< x eflitsizli¤i bize bekledi¤imiz çeliflkiyi verir.

Demek ki ƒ(x) = x.

Kan›tlad›¤›m›z› yazal›m.

Teorem 6.5. E¤er X bir iyis›ralamaysa, X ile X+ iyis›rala-

malr› eflyap›sal olamazlar.
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7. ‹yis›ralamalar› Birbirine Gömmek

‹
ki iyi s›ralama alal›m: (X, <) ve (Y, <). Bunlar tams›ralama

olduklar›ndan, her ikisini de afla¤›daki flekildeki gibi birer

do¤ru üzerinde temsil ederek çok büyük bir yalan söylemifl

olmay›z. (Temsilde sa¤daki elemanlar soldakilerden daha bü-

yük olacaklar.)

E¤er X ve Y boflküme de¤illerse her ikisinin de birer en kü-

çük eleman› vard›r. Bu elemanlara s›ras›yla x0 ve y0 diyelim.

E¤er X ve Y ’de eleman kalm›flsa o zaman x0 ve y0’dan he-

men sonra gelen elemanlar vard›r. Bu elemanlara s›ras›yla x1 ve

y1 diyelim.

X

Y

X

Y

x0

y0

X

Y

x0

y0

x1

y1



Bunu böyle “sürdürebilece¤imiz kadar” sürdürelim. E¤er X

ya da Y sonlu ad›mda biterse, önce bitenden di¤erinin bafllan-

g›ç dilimine giden bir eflyap› fonksiyonu buluruz. 

E¤er X ya da Y sonlu ad›mda bitmezse, o zaman her ikisin-

de de  ’ye eflyap›sal olan bir “bafllang›ç dilimi” var demektir.

Daha fazla devam etmeden (çünkü bu tür ak›l yürütmeler

tehlikeli sularda yüzmek demektir), biraz teori yapal›m, en az›n-

dan kulland›¤›m›z “bafllang›ç dilimi” terimini tan›mlayal›m.

Önce okurun sezgisine hitap edelim: Amac›m›z iki iyisiral› kü-

meyi, ilk elemanlar›ndan bafllayarak ve gidebildi¤imiz kadar gi-

derek, birbiriyle efllefltirmeye çal›flmak. ‹kisinden birinin di¤erin-

den daha önce tükenece¤ini umup tükeneni di¤erinin “bafllang›ç

dilimine” gömmek. Okur okumaya devam etsin, her fley zaman-

la arzulanan matematiksel aç›kl›¤a kavuflacak.

7.1. Bafllang›ç Dilimi
(X, <) bir iyis›ralama olsun. I  X bir altküme olsun. E¤er

her x, y ! X için,

y ≤ x ! I

koflullar› do¤ru oldu¤unda, 

y ! I

oluyorsa, I ’ya 
����������	�	
	(‹ngilizcesi initial segment) ad›

verilir. Örne¤in X’in kendisi bir bafllang›ç dilimidir. Daha il-
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ginç örnekler: Her a ! X için,

{x ! X : x < a} 

ve 

{x ! X : x ≤ a}

kümeleri X’in birer bafllang›ç dilimleridir. Bunlardan baflka da

bafllang›ç dilimi yoktur, yani e¤er bir bafllang›ç dilimi X ’ten de-

¤iflikse, o zaman bu bafllang›ç dilimi, belli bir a ! X için,

{x ! X : x < a}

kümesine eflit olmal›d›r. Nitekim I " X bir bafllang›ç dilimi ol-

sun. a, X \ I kümesinin en küçük eleman› olsun. Elbette

{x ! X : x < a}  I

olur. ‹çindeli¤in di¤er istikametini kan›tlayal›m. x ! I olsun.

E¤er a ≤ x ise, bafllang›ç diliminin tan›m›ndan dolay› a ! I ol-

mal›, ki bunun yanl›fl oldu¤unu biliyoruz. Demek ki x < a. ‹s-

tedi¤imizi kan›tlad›k.

E¤er I # X bir bafllang›ç dilimi ise, i+, X \ I kümesinin en

küçük eleman›n› simgeleyecek. Yani i+, X ’in I ’nin bütün ele-

manlar›ndan daha büyük olan en küçük eleman›d›r. Demek ki 

I = {x ! X : x < i+}.

Bu arada I $ {i+} kümesinin de bir bafllang›ç dilimi oldu¤una

dikkatinizi çekerim. E¤er bafllang›ç dilimine J ya da K dersek,

bu elemanlar› j+ ve k+ diye anaca¤›z.

Bu buldu¤umuzu s›k s›k kullanaca¤›z; not edelim:

Önsav 7.1. X ’in bir bafllang›ç dilimi ya X ’e eflittir ya da bir

a in X için {x ! X : x < a} biçiminde bir kümedir.

Sonuç 7.2. E¤er I ve J, X’in birer bafllang›ç kümesiyse, ya

I  J ya da J  I.

Kan›t: E¤er I ya da J, X ise, sorun yok. Böyle olmad›¤›n›

varsayal›m. E¤er i+ ≤ j+ ise I  J, aksi halde J  I. n
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Afla¤›daki sonuç da yukardakinden ç›kar ama biz çeflni ol-

sun diye baflka bir kan›t verece¤iz.

Önsav 7.3. %, elemanlar› X’in baz› bafllang›ç dilimlerinden

oluflan bir küme olsun. O zaman $%, yani $I !% I bir bafllan-

g›ç dilimidir.

Kan›t: x !$I !% I ve y < x olsun. Demek ki bir I ! % için

x ! I. Ama I bir bafllang›ç dilimi. Demek ki y ! I. Dolay›s›yla

y ! $I !% I. n

Al›flt›rmalar
Afla¤›daki al›flt›rmalarda X iyis›ral› bir kümeyi simgeleyecek.

7.1.1. E¤er I ve J, X’in birer bafllang›ç dilimiyse, ya I  J ya

da J  I oldu¤unu kan›tlay›n.

7.1.2. %, her eleman› X ’in bir bafllang›ç dilimi olan bir kü-

me olsun. O zaman &% kümesinin, yani &I!% I kümesinin de

X ’in bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu kan›tlay›n.

7.1.3. Y iyis›ral› küme olsun. ƒ : X ' Y, X ’ten Y ’nin bir

bafllang›ç dilimine giden bir eflyap› fonksiyonu olsun. I  X bir

bafllang›ç dilimiyse, ƒ(I)’n›n Y ’nin de bir bafllang›ç dilimi oldu-

¤unu gösterin.

7.1.4. %(#(), her eleman› X ’in bir bafllang›ç dilimi olan bir

küme olsun. %’nin en küçük bir eleman› oldu¤unu kan›tlay›n;

yani öyle bir I !% eleman›n›n varl›¤›n› kan›tlay›n ki, her J ! %
için I  J olsun.

7.1.5. X’in en büyük eleman›n›n olmad›¤›n› varsayal›m. %,

X’in X’e eflit olmayan bafllang›ç dilimlerinin kümesi olsun.

$I!% I = X eflitli¤ini kan›tlay›n.

7.1.6. A, X’in bir altkümesi olsun.

I(A) = {x ! X : x, A’n›n bir eleman›ndan küçükeflit}

olsun. I(A)’n›n bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu kan›tlay›n.

I(A)’n›n A’y› içeren bafllang›ç dilimlerinin en küçü¤ü oldu¤unu

kan›tlay›n. I(A)’n›n X’in A’y› içeren tüm bafllang›ç dilimlerinin

kesiflimi oldu¤unu kan›tlay›n.)
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7.1.7. J = $I !% I olsun. {i+ : I ! %} kümesiyle j+ eleman›

aras›nda nas›l bir iliflki vard›r?

7.1.8. I  Y  X olsun ve I, hem X ’in hem de Y ’nin bafl-

lang›ç dilimi olsun. i+ eleman› X ’te ve Y ’de farkl› elemanlar

olabilir. Asl›nda, i+ yerine i+(X) ve i+(Y) yazmak gerekir. i+(X)

≤ i+(Y) eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

7.2. Gömme Teoremi (1)
Bölümün bafl›nda tan›mlad›¤›m›z xn ve yn elemanlar›n›

an›msayal›m. E¤er X ve Y ’den biri sadece bu xn ve yn eleman-

lar›ndan oluflmuflsa, o zaman, bu elemanlardan oluflandan

(afla¤›daki resimde X ’ten) di¤erinin bafllang›ç dilimine giden

bir eflyap› fonksiyonu vard›r.

E¤er hem X’te hem de Y ’de eleman kalm›flsa, x* ve y* ka-

lan elemanlar›n en küçü¤ü olsun.

Bunu böylecene sürdürebiliriz ve X ya da Y ’nin elemanla-

r›n› bir zaman sonra tüketebiliriz. Böylece, önce tükeneni di¤e-

rinin bir bafllang›ç dilimine gömebiliriz... gibi bir hisse kap›la-

bilir insan ilk anda ama ikinci anda bundan matematiksel ola-

rak henüz emin olamayaca¤›m›z› anlar›z...

Yukardaki ak›l yürütmenin beyne de¤il hislere hitap etti¤i-

nin fark›na vard›n›z m›? Matematikte “bunu böylecene sürdü-
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rebiliriz” diye bir tümce yaz›lamaz, böyle bir tümce ancak ede-

biyat s›n›f›na girebilir. Oysa burada matematik yap›lmaktad›r.

Bu bölümde yukardaki edebiyat› matemati¤e dönüfltürerek

flu teoremi kan›tlayaca¤›z.

Teorem 7.4. (X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. O zaman

ikisinden birinden di¤erinin bir bafllang›ç dilimine giden bir efl-

yap› fonksiyonu vard›r ve bu bafllang›ç dilimi ve eflyap› fonksi-

yonu birer tanedir. Ayr›ca her ikisinden de di¤erinin bafllang›ç

dilimine giden eflyap› fonksiyonlar› varsa, bu eflyap› fonksiyon-

lar› eflyap› efllemeleri (izomorfizma) olmak zorundad›r.

Teoremi flöyle yazmay› tercih ediyoruz:

Teorem 7.4+. (X, <) ve (Y, <) iki iyis›ralama olsun. O zaman

ikisinden biri di¤erinin bafllang›ç dilimine gömülür. Ayr›ca her

ikisi de di¤erinin bafllang›ç dilimine gömülüyorsa, bu gömme-

ler eflyap› efllemeleri (izomorfizma) olmak zorundad›rlar.

Matematiksel tan›m› verelim ki sonradan maraza ç›kmas›n.

(X, <) ve (Y, <) birer iyis›ralama olsun. ƒ : X ' Y s›ralamay›

koruyan bir fonksiyon olsun, yani x1 < x2 için ƒ(x1) < ƒ(x2) ol-

sun. Bir de ayr›ca ƒ(X)’in Y ’nin bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu

varsayal›m. O zaman ƒ’nin X’in Y ’nin bir bafllang›ç dilimine

gömülüflü oldu¤unu ya da ƒ’nin X’i Y’nin bir bafllang›ç dilimi-

ne gömdü¤ünü ya da X’in Y ’nin bafllang›ç dilimine gömüldü-

¤ünü söyleyece¤iz.

Teoremi kan›tlamak biraz zaman alacak. ‹yis›ralamalarda tü-

mevar›mla kan›t ilkesini s›k s›k kullanaca¤›z. (Bkz. Teorem 6.3.)
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Bundan böyle X ve Y, iyis›ralanm›fl birer küme simgeleye-

cekler.

Bir sonraki önsav›n tümevar›mda nas›l kullan›laca¤›n› gör-

mek için kâhin olmaya gerek yok.

Önsav 7.5. ƒ, X ’in Y’nin bir bafllang›ç dilimine bir gömü-

lüflü olsun. I, X ’ in bir bafllang›ç dilimi olsun.

i. O zaman ƒ(I ), Y ’nin bir bafllang›ç dilimidir, yani ƒ’nin

I ’ya k›s›tlan›fl› olan ƒ|I fonksiyonu I ’nin Y ’nin bir bafllang›ç di-

limine gömülüflüdür.

ii. E¤er I # X ve J = ƒ(I ) ise, ƒ(i+) = j+ olur.

Kan›t: i. y1 ! ƒ(I ) ve y2 < y1 olsun. y2’nin ƒ(I)’da oldu¤unu

kan›tlayaca¤›z.

Madem ki y1 ! ƒ(I ), ƒ(x1) = y1 eflitli¤ini sa¤layan bir x1 ! I

vard›r.

y1 ! ƒ(X ) ve ƒ(X ) bir bafllang›ç dilimi oldu¤undan, y1’den

küçük olan y2 de ƒ(X )’in bir eleman›d›r. ƒ(x2) = y2 eflitli¤ini

sa¤layan bir x2 ! X eleman› alal›m.

ƒ(x2) = y2 < y1 = ƒ(x1)

oldu¤undan, x2 < x1 olmal›. Ama x1 ! I. Demek ki x2 ! I ve

y2 = ƒ(x2) ! ƒ(I ).

ii. i+, I’nin bütün elemanlar›ndan daha büyük oldu¤undan,

ƒ(i+), ƒ(I)’nin bütün elemanlar›ndan daha büyük olmal›. Demek

ki j+ ≤ ƒ(i+). Dolay›s›yla (ƒ(X) bir bafllang›ç dilimi oldu¤undan) j+

! ƒ(X) ve bir x ! X için, ƒ(x) = j+ olmal›. ƒ(x) = j+ ≤ ƒ(i+) oldu-
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¤undan, x ≤ i+ olmal›. E¤er x < i+ ise, o zaman x ! I ve ƒ(x) !
ƒ(I) olur ki bu da ƒ(x) = j+ , ƒ(I) ile çeliflir. Demek ki x = i+. n

Önsav 7.6. X ’ten Y’nin bir bafllang›ç dilimine en fazla bir

gömme vard›r.

Kan›t: ƒ ve g, X ’ten Y ’nin bir bafllang›ç dilimine giden iki

gömme olsun. Her x ! X için ƒ(x) = g(x) eflitli¤ini kan›tlayaca-

¤›z. Demek ki,

A = {x ! X : ƒ(x) = g(x)}

tan›m›n› yaparsak, A’n›n X ’e eflit oldu¤unu kan›tlamam›z gere-

kiyor. Tümevar›mla kan›t ilkesini kullanaca¤›z.

x ! X olsun ve I = {y ! X : y < x} kümesinin A’n›n bir alt-

kümesi oldu¤unu varsayal›m. E¤er x’in de A’da oldu¤unu ka-

n›tlarsak, tümevar›m ilkesine göre A’n›n X ’e eflit oldu¤unu ka-

n›tlam›fl olaca¤›z ve önsav›m›z kan›tlanm›fl olacak.

Ama x = i+ ve Önsav 7.5.ii’ye göre, ƒ(I) = J = g(I ) = K ise,

ƒ(x) = ƒ(i+) = j+ = k+ = g(i+) = g(x). 

Demek ki x ! A. n

Yukardaki önsava göre X ’in bir bafllang›ç diliminden Y ’nin

bir bafllang›ç dilimine en fazla bir tane gömme vard›r. Nitekim

e¤er I, X’in bir bafllang›ç dilimiyse, Önsav 7.6’y› X yerine I ’ya

uygulayabiliriz.

Sonuç 7.7. Özdefllik fonksiyonu Id, X ’ten X ’in bir bafllan-

g›ç dilimine giden bir gömmedir. Önsav 7.6’dan dolay› X ’ten

X ’in bir bafllang›ç dilimine giden baflka da böyle bir gömme

yoktur. n

Teoremin Birinci Yar›s›n›n Kan›t›: %, Y ’nin bir bafllang›ç

dilimine gömülen X ’in bafllang›ç dilimleri kümesi olsun. Yani,

% = { I  X : I, X ’in bafllang›ç dilimi ve I ’dan Y ’nin bir bafllan-

g›ç dilimine giden bir gömme var} olsun.
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Önsav 7.6’ya göre, e¤er I ! % ise, I ’dan Y ’nin bir bafllan-

g›ç kümesine giden sadece bir tane gömme vard›r. Bu gömme-

ye ƒI ad›n› verelim.

E¤er I ve J, X’in iki bafllang›ç dilimiyse, Sonuç 7.2’ye göre

ya I  J ya da J  I. Diyelim I  J. fiimdi, ƒJ gömmesi J ’den

Y ’ye gidiyor, ve I  J oldu¤undan, ƒJ fonksiyonunu I ’da de¤er-

lendirebiliriz. Önsav 7.5’e göre ƒJ-I(I) de Y ’nin bir bafllang›ç di-

limidir ve ƒJ-I da ƒI gibi, I ’dan Y ’nin bir bafllang›ç dilimine gi-

den bir gömmedir. Önsav 7.6’ya göre,

ƒJ-I = ƒI.

Demek ki, her x ! I için, ƒI(x) = ƒJ-I(x) = ƒJ(x).

fiimdi Z = $% = $I!% I olsun. Z ’nin %’de oldu¤unu ka-

n›tlayaca¤›z. Bu da Z ’nin %’nin en büyük eleman› oldu¤unu

gösterecek, çünkü ne de olsa Z, %’nin elemanlar›n›n bileflimi.

Yani Z, Y ’nin bir bafllang›ç dilimine gömülen X ’in en büyük

bafllang›ç dilimi olacak.

Önsav 7.3’e göre Z, X’in bir bafllang›ç dilimidir. Z’den

Y ’ye giden bir ƒ fonksiyonu tan›mlayaca¤›z. x ! Z olsun. O za-

man bir I ! % için x ! I. fiimdi ƒ(x)’i ƒI(x) olarak tan›mlaya-

l›m. Bu tan›m “yasal”d›r çünkü, I yerine, x’in içinde bulundu-

¤u bir baflka J ! % bafllang›ç dilimi seçseydik, bir üstteki pa-

ragrafta yapt›klar›m›zdan dolay› ƒI(x) = ƒJ(x) olurdu. Yani

ƒ(x)’in tan›m›, seçilen I bafllang›ç diliminden ba¤›ms›zd›r, yeter

ki x, I ’da olsun. Bu da tan›m›n yasal oldu¤unu gösterir.
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fiimdi ƒ’nin s›ralamaya sayg› duyan bir fonksiyon oldu¤unu

kan›tlayaca¤›m. Bunun kan›t› oldukça kolay. y < x ! Z olsun.

Demek ki bir I ! % için x ! I. O zaman y de I ’da. Demek ki,

ƒ(y) = ƒI(y) < ƒI(x) = ƒ(x).

Böylece ƒ ’nin s›ralamaya sayg› duydu¤unu kan›tlam›fl olduk.

Önsav 7.3’ten dolay› ƒ(Z)’nin Y ’nin bir bafllang›ç dilimi ol-

du¤unu biliyoruz. Demek ki ƒ, Z ’den Y ’nin bir bafllang›ç dili-

mine bir gömme. Dolay›s›yla Z ! % ve Z, %’nin en büyük ele-

man›. Durum flöyle:

E¤er Z = X ise iflimiz bitmifltir, çünkü o zaman X, Y ’nin bir

bafllang›ç dilimine gömülür.

E¤er ƒ(Z) = Y ise de iflimiz bitmifltir, çünkü o zaman Y, ƒ.1

sayesinde X ’in bir bafllang›ç dilimine (Z’ye) gömülür. 

fiimdi Z # X ve ƒ(Z) # Y varsay›mlar›n› yapal›m. Bir çelifl-

ki elde edece¤iz. T = ƒ(Z) olsun. Bu durumda z+ ve t+ eleman-

lar› vard›r. fiimdi X ’in Z $ {z+} bafllang›ç kümesinden Y ’nin 

ƒ(Z) $ {t+}

bafllang›ç kümesine giden ve s›ralamay› koruyan bir fonksiyon

bulabiliriz. Bunun için, Z üzerine tan›ml› olan ƒ’yi z+ eleman›-

n› t+ eleman›na götürecek biçimde geniflletmek yeterli. Ama o

zaman da Z $ {z+} ! % olur. Bu da Z’nin %’nin en büyük ela-

man› olmas›yla çeliflir. n
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Teoremin ‹kinci Yar›s›n›n Kan›t›: ƒ, X ’ten Y ’nin bir bafllan-

g›ç dilimine giden bir gömme olsun. g, Y ’den X’in bir bafllang›ç

dilimine giden bir gömme olsun. O zaman, g  ƒ, X ’ten X ’in bir

bafllang›ç dilimine giden bir gömmedir. Önsav 7.6’ya göre

g  ƒ = IdX.

Demek ki her x ! X için g(ƒ(x)) = x. Dolay›s›yla g örtendir, yani

bir eflyap› efllemesidir. (g’nin birebir oldu¤unu zaten biliyoruz.)

E¤er ƒ örten de¤ilse, o zaman Y ’de her x ! X için, ƒ(x) < u

eflitsizli¤ini sa¤layan bir u eleman› vard›r. Bu eflitsizli¤in her iki

taraf›na da g’yi uygularsak, her x ! X için, x = g(ƒ(x)) < g(u),

yani

x < g(u)

olur. Bu eflitlikte e¤er x = g(u) al›rsak, ki g örten oldu¤undan

bunu yapabiliriz, bir çeliflki elde ederiz. Demek ki ƒ de örten-

dir, yani ƒ de bir eflyap› efllemesidir. n

Yukardaki teoremin kan›t›ndan afla¤›daki sonuç ç›kar:

Kan›t›n Sonucu 7.8. X ve Y birer iyis›ralama olsun. O za-

man, Y ’nin bir bafllang›ç dilimine gömülen X ’ in bir en büyük

Z bafllang›ç dilimi vard›r ve bir tanedir. Ayr›ca e¤er Z # X ise

bu gömme örten olmak durumundad›r, yani Z / Y ’dir.

Kan›t: Nitekim kan›tta bulunan X ’ in Z altkümesi tam bu

bafllang›ç dilimidir. n
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7.3. Gömme Teoremi (2)
Yukarda iyis›ral› kümeleri birbirine gömdük. Burada iyis›-

ral› bir kümenin heraltkümesini iyis›ral› kümenin bir bafllang›ç

dilimine gömece¤iz. 

Teorem 7.9. ‹yis›ral› bir X kümesinin her altkümesi (iyis›ra-

l› bir küme olarak) X ’in tek bir bafllang›ç dilimine ve tek bir bi-

çimde gömülür.

Teoremin Tart›flmas›. Gömmenin biricikli¤i Teorem

7.4’ten ç›kar ama gömmenin varl›¤› ayn› teoremden ç›kmaz.

‹yis›ral› küme X olsun,  altkümesi de Y olsun. Afla¤›daki fle-

kilden de görülece¤i üzere X’in Y altkümesini sola kayd›raca-

¤›z. Sorun, bu “sola kayd›rma”y› matematikçe ifade edip teore-

mi kan›tlamak. Ve asl›nda teoremi kan›tlamakta karfl›lafl›lan

tek sorun bu.

Teorem, solda her zaman Y için yeterince yer oldu¤unu söy-

lüyor. Yani arka kap›dan binilen bir otobüste, ayaktaki yolcu-

lar ön kap›ya do¤ru ilerleyip yanyana durabilirler, yolcular ön

kap›ya do¤ru ilerlediklerinde arkada yer aç›l›r, otobüste yer

kalmamas› diye bir sorun yaflanmaz, yolcu say›s› sonsuz, hatta

çok çok sonsuz bile olsa...

Engin deneyimime göre birinci s›n›f matematik ö¤rencileri

burada neyin kan›tlanmas› gerekti¤ini anlayam›yorlar. “Elbet-

te Y’nin elemanlar›n› sola do¤ru itekleyebiliriz” diyorlar. Belki

Y sonluysa ‘elbette’ de, Y sonsuz oldu¤unda “elbette” kan›t›

hafif kaçabilir. Ayr›ca, bariz bile olsa, matematikte her fleyin

kan›tlanmas› gerekir.
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Bir derste iki saatimi bu “itelemenin” hiç de bariz olmad›-

¤›n›, burada bir fleylerin kan›tlamas› gerekti¤inin anlafl›lmas›na

harcad›¤›m› an›ms›yorum. Ö¤rencilerden ›srarla “sola kayd›r-

may›” matematikçeye çevirmelerini istedim. Sonunda buldular.

“Sola kayd›rmak” demek “ƒ gömmesi artmayan bir fonksiyon-

dur” demektir, yani her y ! Y için ƒ(y) ≤ y eflitsizli¤i geçerlidir

demektir. “Y’yi sola kayd›rmak” edebiyatt›r, oysa

“her y ! Y için ƒ(y) ≤ y”

matematiktir. (Bkz. afla¤›daki kan›ttaki Arasav.)

Ö¤retmen arkadafllar›ma yukardaki aflamay› ›srarla ö¤ren-

cilere atlatmalar›n› öneririm. Bu al›flt›rma matemati¤in ne ol-

du¤unu ö¤retme konusunda son derece faydal›d›r.

Teorem 7.9’un Kan›t›: X’in altkümesine Y diyelim. Y de iyi-

s›ral› bir altkümedir (iyis›ralamay› X’ten miras alm›flt›r.) Yu-

karda kan›tlad›¤›m›z teoreme göre ya X, Y ’nin ya da Y, X’in

bir bafllang›ç dilimine gömülür. Dolay›s›yla e¤er X, Y ’nin bafl-

lang›ç dilimine gömülmüyorsa o zaman teoremimiz kan›tlan-

m›flt›r. Ama ne yaz›k ki X bazen Y ’nin bafllang›ç dilimine gö-

mülebilir. Örnek: X =  ve Y =  \ {0} ise, ƒ(x) = x + 1 fonksi-

yonu X’i Y ’ye (ki Y, Y ’nin bir bafllang›ç dilimidir) gömer. Do-

lay›s›yla bu kan›t denemesi fiyaskoyla sonuçlan›r.

Bir baflka yol bulmal›y›z.

Biraz önce ç›kard›¤›m›z sonucu (Sonuç 7.8’i) kullanaca¤›z.

O sonuçta X ile Y ’nin yerlerini de¤ifltirelim. O zaman X’in bir

bafllang›ç dilimine gömülen Y’nin en büyük bir bafllang›ç dilimi

vard›r. Bu bafllang›ç dilimine Z diyelim. Z ’nin Y ’ye eflit oldu-

¤unu kan›tlamak istiyoruz.
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Z ’yi X ’in bafllang›ç dilimine gömen gömmeye ƒ diyelim.

Z ’nin Y ’ye eflit olmad›¤›n› varsay›p bir çeliflki elde etmeye çal›fla-

l›m. E¤er Z # Y ise, o zaman Sonuç 7.8’e göre ƒ(Z) = X olmal›.

(Kan›t› an›msay›n: Yoksa ƒ’yi bir ad›m daha geniflleterek Z ’den

daha büyük bir bafllang›ç dilimi bulabiliriz ve bu bir çeliflki olur.)

Arasav. Her z ! Z için ƒ(z) ≤ z.

Sav›n Kan›t›: Sav› tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.

A = {z ! Z : ƒ(z) ≤ z}

olsun. A’n›n Z ’ye eflit oldu¤unu tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Bir

z0 ! Z için, Z ’nin z0’dan küçük elemanlar›n›n A’da olduklar›n›

varsay›p, z0 eleman›n›n A’da oldu¤unu kan›tlayal›m. Yani

I = {z ! Z : z < z0}  A

varsay›m›nda bulunup z0 ! A iliflkisini kan›tlayal›m. Ama i+ =

i+(Z) = z0 ve Önsav 7.5.ii’ye göre, J = ƒ(I) ise,

ƒ(z0) = ƒ(i+) = j+.

Öte yandan her z ! I  A için, ƒ(z) ≤ z < z0. Demek ki z0,

ƒ(I)’nin her eleman›ndan daha büyük, yani j+ ≤ z0. Bundan da

ƒ(z0) = ƒ(i+) = j+ ≤ z0 ç›kar. Arasav›m›z kan›tlanm›flt›r.

fiimdi teoremin kan›t›n›n sonunu getirebiliriz. E¤er Z # Y ise,

o zaman Y \ Z boflküme de¤ildir. Y \ Z kümesinden bir y elema-

n› alal›m. O zaman, her z ! Z için, ƒ(z) ≤ z < y. Dolay›s›yla y,

ƒ(Z)’de de¤il. Demek ki ƒ(Z) # X ve bu, Sonuç 7.8’le çeliflir. n

Sonuç 7.10. E¤er bir X iyis›ralamas›ndan bir Y iyis›ralamas›-

na giden s›ralamay› koruyan bir fonksiyon varsa, o zaman X’ten

Y’nin bir bafllang›ç dilimine giden bir (ve bir tek) gömme vard›r. 
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8. Eflyap›sall›k ve Gömme

D
ört elemanl› ve iyis›ral› çok küme vard›r. Tam 24 tane.

Hepsinin resmini yapamay›z (yeterince yer  ve zaman

yok!) ama birkaç›n›n resmini yanda yapt›k.

Resimde befl tane iyis›ral› (ya da tams›ral›, ayn› fley)

dört elemanl› küme görüyorsunuz. Elemanlar›n sol-

dan sa¤a do¤ru s›raland›¤›n› varsay›yoruz: Küçükler

solda, büyükler sa¤da. Örne¤in sonuncusunda 5 < 0

< 7 < 0, do¤al s›ralamadan farkl› bir s›ralama belli

ki. Dört elemanl› her tams›ral› kümenin elemanlar›-

n› küçükten büyü¤e do¤ru,

x0 < x1 < x2 < x3

olarak dizebiliriz. Dolay›s›yla 4 elemanl› her tams›ral› küme,

0 < 1 < 2 < 3

olarak tams›ralanm›fl {0, 1, 2, 3} kümesine benzer. Dört eleman-

l› çok iyis›ral› küme var ama hepsi birbirine benzer. Bunlar›n

hepsi “eflyap›sal”d›r.

8.1. Eflyap›sall›k
X ve Y tams›ralanm›fl iki küme olsun. Her iki s›ralamay› da

< simgesiyle gösterelim. Asl›nda X’in s›ralamas›n› <X ile Y’nin

a b c d

a bcd

2 310

9 1565

7 005



s›ralamas›n› <Y ile göstermek gerekiyor, çünkü, örne¤in X, Y’ye

eflit bile olsa üzerlerindeki s›ralamalar farkl› olabilir. E¤er bir

ƒ : X ' Y fonksiyonu, 

her x1, x2 ! X için, x1 < x2 1 ƒ(x1) < ƒ(x2)

özelli¤ini sa¤l›yorsa, ƒ’ye eflyap› fonksiyonu ya da morfizma ad›

verilir. Yani eflyap› fonksiyonlar› elemanlar›n s›ralamalar›n› de-

¤ifltirmezler, matematiksel deyimle “s›ralamaya sayg› duyarlar”.

Bir eflyap› fonksiyonu birebir olmak zorundad›r, çünkü

e¤er ƒ(x1) = ƒ(x2) ise ne x1 < x2 olabilir ne de x2 < x1, demek

ki x2 = x1 olmak zorundad›r. Bu yüzden eflyap› fonksiyonlar›na

gömme de denir. E¤er ƒ ayr›ca örtense, ƒ’ye eflyap› efllemesi ya

da izomorfizma denir. Bu durumda tams›ral› X ve Y kümeleri-

ne eflyap›sal tams›ralamalar ya da izomorfik denir ve X / Y ya-

z›l›r.

Eflyap›sall›¤›n ortaya ç›karmaya çal›flt›¤› fley flu: E¤er X / Y

ise, X ve Y tams›ralamalar› aras›nda elemanlar›n›n adlar› d›fl›n-

da hiçbir fark yoktur.

E¤er n bir do¤al say›ysa n elemanl› tüm tams›ralamalar bir-

birine eflyap›sald›r. Nitekim, X ve Y, n elemanl› iki tams›rala-

ma olsunlar. X ve Y ’nin elemanlar›n› küçükten büyü¤e do¤ru

x0 < x1 < ... < xn.1

ve 

y0 < y1 < ... < yn.1

olarak tams›ralayal›m. fiimdi ƒ(xi) = yi olarak tan›mlanm›fl ƒ

fonksiyonu X’le Y aras›nda bir eflyap› efllemesidir.

Sonsuz tams›ralamalar çok de¤iflik olabilirler ama. Örne¤in,

do¤al s›ralanm›fl  , !, " ve # kümeleri birbirinden de¤ifliktirler,

yani aralar›nda eflyap› efllemesi olamaz. Aç›klayal›m: Do¤al s›ra-

lanm›fl  kümesi bir iyis›ralamad›r, örne¤in  ’nin bir en küçük

eleman› vard›r: 0. Öte yandan di¤erlerinin en küçük eleman› yok-

tur. Demek ki  di¤erlerinden biriyle (do¤al s›ralama alt›nda) efl-

yap›sal olamaz. " ise yo¤un bir s›ralamad›r, yani herhangi iki ele-

man› aras›nda bir eleman vard›r.  ve ! yo¤un olmad›klar›ndan
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bu özellik "’yü  ve !’den ayr›flt›r›r. Ayn› nedenden # ile  ya

da ! eflyap›sal olamaz. # ile " aras›ndaki ayr›m› görmek için s›-

ralamalar dünyas›ndan ç›kmam›z laz›m. Do¤al s›ralanm›fl # ile "

kümeleri aras›nda s›ralama bak›m›ndan “pek” bir ayr›m yoktur.

(“Pek bir ayr›m yoktur” tümcesine matematiksel bir anlam veri-

lebilir ama konumuz bu de¤il; okur bu tümceyi hafife alarak oku-

sun.) # ile " s›ral› kümeleri aras›ndaki ayr›m s›ralamadan de¤il

“eleman say›s›ndan” kaynaklan›r: " say›labilir sonsuzluktad›r,

ama # say›labilir sonsuzlukta de¤ildir, dolay›s›yla # ile " küme-

leri aras›nda, b›rak›n bir eflyap› efllemesini, eflleme bile yoktur!

fiimdi eflyap› fonksiyonlar›n›n ve eflyap›sall›¤›n birkaç özel-

li¤ini görelim.

E1. E¤er X, Y ve Z tams›ral› üç kümeyse ve

ƒ : X ' Y ve g : Y ' Z

birer eflyap› efllemesiyse (fonksiyonuysa), o zaman 

g  ƒ : X ' Z

bir eflyap› efllemesidir (fonksiyonudur) elbette. Sonuç: X / Y ve

Y / Z ise X / Z olur.

E2. E¤er X ve Y tams›ral› iki kümeyse ve

ƒ : X ' Y

bir eflyap› efllemesiyse , o zaman

ƒ.1 : Y ' X

bir eflyap› efllemesidir. Bunun kan›t› kolayd›r ve okura b›rak›l-

m›flt›r. Sonuç: X / Y ise Y / X olur.

E3. E¤er X tams›ral› bir kümeyse, IdX(x) = x olarak tan›m-

lanm›fl,

IdX : X ' X

özdefllik fonksiyonu bir eflyap› efllemesidir. Sonuç: X / X’tir.

Bu üç özelli¤i daha simgesel bir yaz›yla yazal›m:

E1. X / Y ve Y / Z ise X / Z.

E2. X / Y ise Y / X.

E3. X / X’tir.

Görüldü¤ü üzere tams›ral› kümeler aras›nda tan›mlad›¤›m›z /
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iliflkisi sanki eflitlikmifl gibi davran›yor. Ama eflitlik olmad›¤› gi-

bi, denklik iliflkisi bile de¤ildir çünkü tams›ral› kümelerden olu-

flan bir küme yoktur. Birazdan, iyis›ral› kümeler aras›nda, tam-

s›ralama gibi davranan bir ! iliflkisi bulaca¤›z. (Acele davran›p

tan›m› hemen verelim: X ’ten Y ’ye giden bir eflyap› fonksiyonu

varsa, bunu X ! Y olarak gösterece¤iz.)

Tams›ralanm›fl bir kümeden gene kendisine giden eflyap› efl-

lemelerine eflyap› eflleflmesi ya da otomorfizma ad› verilir. Ör-

ne¤in IdX her zaman bir eflyap› eflleflmesidir.

X’in eflyap› eflleflmeleri kümesi Aut X olarak yaz›l›r. Yukar-

daki üç özellikten flunlar ç›kar:

1. ƒ, g ! Aut X ise ƒ  g ! Aut X.

2. ƒ ! Aut X ise ƒ.1 ! Aut X.

3. IdX ! Aut X.

Bir tams›ralaman›n tüm eflyap› efllemelerini bulmak, o tam-

s›ralamay› iyice anlamak demektir. Birkaç örnek verelim:

Örnek 1. X, tams›ralanm›fl sonlu bir kümeyse, Aut X = {IdX}.

Örnek 2. Aut  = {Id }.

Örnek 3. Daha genel olarak, e¤er X iyis›ralanm›fl bir kü-

meyse, Önsav 7.6’ya göre Aut X = {IdX} olur.

Örnek 4. Aut ! = { ƒa : ! ' ! : a ! ! ve ƒa(x) = x + a}.

Örnek 5. Aut " çok daha karmafl›k bir kümedir. E¤er a, b

! " ve a > 0 ise, 

ƒa,b(x) = ax + b

kural›yla tan›mlanm›fl ƒa,b : " ' " fonksiyonlar›n›n herbiri

"’nün bir eflyap› eflleflmesidir. Ama "’nün çok daha fazla efl-

yap› eflleflmesi vard›r. Örne¤in,

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon bir eflyap› efllemesidir. (Henüz

ifllemedi¤imiz kardinal say›lar› bilenler için: "’nün eflyap› eflle-

mesi say›s› olabilecek en yüksek say›da, yani 2 0 tanedir.)
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Al›flt›rmalar
1. Tüm bir elemanl› kümeleri içeren bir kümenin olamaya-

ca¤›n› kan›tlay›n. (‹pucu: Aksi halde tüm kümeler kümesi olur-

du!) Bundan, tüm tams›ral› ya da iyis›ral› kümeleri içeren bir

kümenin olamayaca¤›n› ç›kar›n.

2. E¤er X ve Y iyis›ral› kümelerse, X’le Y aras›nda en fazla

bir tane eflyap› efllemesi olabilir.

8.2. ‹yis›ralamalar› Birbirine Gömmek
X ve Y iki iyis›ral› küme olsun. X’ten Y’ye giden bir eflyap›

fonksiyonu varsa (ki bunlara gömme dedik), Sonuç 7.10’a gö-

re X ’ten Y ’nin bir bafllang›ç dilimine giden bir ve bir tane göm-

me vard›r.

E¤er X iyis›ralamas› Y iyis›ralamas›n›n içine gömülüyorsa,

bunu X ! Y olarak gösterelim. Her X, Y, Z iyis›ralamas› için,

E4. X ! X,

E5. X ! Y ve Y ! Z ise X ! Z,

E6. X ! Y ve Y ! X ise X / Y

olur.

Bunlardan ilk ikisini zaten biliyorduk. Üçüncüsü Sonuç

7.7’den dolay› do¤ru. 

E4, E5, E6’ya dikkat ederseniz, bunlar, ! iliflkisinin iyis›ral›

kümeler üzerinde bir tür s›ralama oldu¤unu söylüyor. 

Teorem 7.4’ün birinci k›sm›, ! iliflkisinin iyis›ral› kümeleri

tams›ralad›¤›n› söylüyor: Her X ve Y iyis›ralamas› için,

E7. Ya X ! Y ya da Y ! X.

8. Eflyap›sall›k ve Gömme 101


