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1 Giris

Analitik Geometri, cebirsel yontemleri kullanan geometri-
dir. Bu yontemler, bir orantiar kuramina baghdir. Bu ku-
ramda

1) orantilhlik bagintisi, bir denklik bagintisidir;
2) Thales Teoremi dogrudur.
Bu notlarda

e orantililik kuramini, Desargues Teoremi’'nden;
e Desargues Teoremi'ni, Pappus Teoremi’nden;
e Pappus Teoremi’ni, Oklid’in Ogeler’inin 1. kitabmdan

elde edecegiz.
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Sekil 1: Thales Teoremi

2 Thales Teoremi

Geometrik tanimlardan birine gére bir elips, iki verilen odak
noktasidan uzakliklarinin toplami ayni olan noktalarin bir
yeridir. Analitik geometride, bir a ve bir b igin, elipsi tanimla-
yan kosul iki degiskeni olan
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cebirsel denklemi tarafindan ifade edilebilir.

Cebirsel bir denklemde degiskenlerin ve sabitlerin degerleri,
gercel sayilarin olusturdugu R gibi bir cisimden gelir. Bir ci-
simde iki elemanin toplam: ve carpima vardir.

Oklid’in Ogeler’inin birinci kitabinda toplamanin geometrik
anlami vardir, ama ¢arpma kavrami yoktur |6, 7, §].

1637 yilinda yayinlanmig olan La Géometrie adli kitabinda
Descartes, gercel sayilarin carpmasina geometrik bir anlami
verir |4, 5]. Bunun i¢in Thales Teoremi’ni kullanir [14]. Bu
teoreme gore eger Sekil 1’deki gibi bir OAB {i¢ggeninin OA



kenarinda C' ve OB kenarinda D oturursa, o zaman
AB || CD & OA:0C:: 0B :0D.

Burada

, bir yonli dogru pargasidir;

: O?, bir orandar;

: O? e O? : O?, bir orantidar;

e :: igareti, orantililk bagintisini (yani oranlar ayniligini)
gosterir.
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Thales Teoremi, Ogeler’in altmcr kitabimm ikinci 6nermesi-
dir. Onermeyi gostermek icin Oklid, besinci kitapta bulunan
orantilar kuramini kullanir. Bu kuram, uzunluklarin Argimet
ozelligini varsayir. Bu ozellige gore iki uzunlugun daha kiigii-
gliniin bir kat1, daha biiyiigiinden daha biiyiiktiir.

Pozitif gercel sayilarin aym ozelligi vardir. ki pozitif gerel
sayimin boliimii vardir, ve bu boliim, pozitif gercel bir sayidir.
Oklid’de iki uzunlugun orani vardir, ve bu oran, pozitif gercel
bir say1 olarak anlagilabilir.

Aslinda analitik geometri yapmak icin, Arsimet Ozelligine
ihtiyacimiz yoktur. Ayrica oranlar negatif olabilir. Orantila-
rin tanwme olarak Thales Teoremi'ni varsayabiliriz. Bu du-
rumda orantililigin gecisli oldugunu gostermek zorundayiz. Bu-
nun i¢in, Hilbert 1899 yilinda gosterdigi gibi

e 4. yiizyilinda yaymlanmig olan Pappus Teoremi |12, 13],

e 1648 yilinda yaymlanmig olan Desargues Teoremi [3]
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Sekil 2: Desargues Teoremi

yeter [10]. Hessenberg, Desargues Teoremi'ni Pappus Te-
oremi'nden 1905 yilinda elde eder [g]. Artin, analitik ge-
ometri i¢in Pappus ve Desargues Teoremleri’nin yettigini Hil-
bert’inkinden (ve bizimkinden) bagka bir sekilde 1957 yilinda
gosterir [1]. (Hilbert ve Hessenberg’de Pappus Teoremi'ne Pas-
cal Teoremi denir.)

3 Desargues Teoremi: Bildirme
Uctane AD, BE, ve C'F dogrusu Sekil 2’deki gibi
(a) ya birbirine paralel olsun,
(b) ya da O noktasinda kesigsin.
Ayrica
AB | DE, AC || DF
olsun. Desargues Teoremi’ne gore

BC || EF.



Sekil 3: Pappus Teoremi

Bu teoremin birinci durumunu elde etmek icin, Oklid’in Oge-
ler’inin birinci kitabindan Onermeler 34 ve 30, birinci ortak
kavram, ve Onerme 33 yeter.

4 Pappus Teoremi: Bildirme ve Gosterme
Desargues Teoremi’nin ikinci durumunu gostermek igin, Sekil

3 veya 4’teki gibi A noktasi EF’de, D noktast BC’de olsun,
ve tekrar

AB | DE, AC || DF
olsun. Pappus Teoremi’ne gore
BF | CE.

Bunu kanitlamak igin Sekil 4’teki gibi AD, BE, ve C'F ¢izilsin.



Sekil 4: Pappus Teoremi'nin diizenlemesi

Oklid’in Onerme 37’sine gére AB || DE oldugundan
ABD = ABE.
Ikinci ortak kavrama gore
FBDA=AFB+ ABD = AFB+ ABE = FBE.
Benzer sekilde F'D || AC' oldugundan

FDA = FDC,
FBDA=FBD + FDA= FBD + FDC = FBC,

dolayisiyla
FBE = FBC.

Onerme 39’a gére BF || CE. Pappus’un Teoremi kanitlanmis-
tir.



Pappus’un Teoremi’'ne gore iki dogrunun birinden digerine
bir altigenin her kenar1 gegerse, ve iki durumda altigenin kargit
kenarlar1 birbirine paralel ise, o zaman {i¢lincii durumda da
paralellerdir. Sekiller g3 ve 4’te altigen ABFDEC olur.

5 Desargues Teoremi: GOsterme

Simdi Sekil 5’teki gibi AD, BE, ve C'F’nin ortak noktasi O
olsun; ayrica AB || DE ve AC' || DF olsun. Iki durum vardur.

(a) Eger BACO bir paralelkenar degilse, OB }f AC' varsa-
yilabilir. Bu durumda LM | OB ve D € LM olsun.
Pappus Teoremi ile

e ONDLAB altigeninde ON || AL,
e ONMLCB altigeninde BC' || M N,
e ONMDFE altigeninde EF || MN.
Paralellik gegigli oldugundan BC' || EF.
(b) Eger BACO bir paralelkenar ise, o zaman ABCO bir pa-
ralelkenar degildir. Bu durumda OB’de bir G i¢in FG ||

CB. Ik durumdan DG || AB, dolayisiyla G ve E noktasi
aynidir.

Desargues Teoremi'nin ikinci durumu kanitlanmistar.

6 Vektorler Grubu

Oklid’de dogru parcalarin esitligi bir denklik bagmtisidir. Ozel-
likle birinci ortak kavrama gore egitlik gecislidir. Esitlige gore
bir dogru parcasinin denklik sinifi, onun uzunlugu olarak an-
lagilabilir.
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Sekil 5: Desargues i¢in Hessenberg’in kaniti



Eger bir dogru kendisine paralel ise, o zaman Onerme 30’a
gore paralellik de bir denklik bagintisidir.

Desargues Teoremi'nin ilk durumu sayesinde yonlii dogru
parcalarinin, agsagidaki kosullar1 saglayan egitligi vardir, ve bu
esitlik, bir denklik bagintisidir.

1. Herhangi ABDC' paralelkenari i¢in o zaman

AB = CD.

2. Herhangi 1@ yonlii dogru pargast ve C' noktasi i¢in, bir
ve tek bir D noktasi igin,

AB = CD.

Esitlige gore yonlii bir dogru parcasinin denklik sinifi, bir vek-
tordiir. .
Bir vektor daha vardir. AAnin yonli dogru pargasi olmadigi

halde her durumda
A — BB

—
olsun, ve her AA’nin temsil ettigi vektor,
0

olsun. Ayrica tanima gore

T 5= 10,

~AB = BA

olsun. Bu tanimlar, vektorlere gecer, ve herhangi a, b, ve ¢
vektorii igin
(a+b)+c=a+(b+c),
b+a=a+b,
a—+0=a,
a+(—a)=0.



Boylece vektorler V' kiimesini olugturdugunda (V, +, —, 0) bir
abelyan gruptur.

7 Oranlar Cismi

Desargues Teoremi’nin ikinci durumu sayesinde, iki paralel
yonlii dogru parcasinin orani vardir, ve ayrica onlarin tem-
sil ettigi vektorlerin ayni orani vardir. Bir oran, bir denklik
sinifidir, ve agagidaki kosullar saglanir.

1. Thales Teoremi dogrudur.

Pt
2. Herhangi OA:O? orani ve O? yonlii dogru pargasi igin,
bir ve tek bir D noktasi icin,

OA:0B::0C: 0D.
Bir oran daha vardir.
Oﬁ : ﬁ g O@ : @
olsun, ve ortak oran 0 olsun. Simdi tanima gore

a:ct+b:c=(a+b):c,
—a:b=—(a:b),
(a:b)-(b:c)=a:c,
b#0=b:a=(a:b)",

a:a=1
olsun. Pappus Teoremi sayesinde
(a:b)-(c:d)::(c:d)-(a:b).

Boylece oranlar K kiimesini olusturdugunda
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e (K,+,—,0) bir abelyan gruptur,
e (K~ {0}, -,71 1) bir abelyan gruptur,
e /{’de herhangi a, b, ve ¢ orani igin

a-(b+ec)=a-b+a-c.
Bundan dolay: (K, -,+,—,1,0) bir cisimdir.

8 Koordinatlar

Simdi tanima gore
(OA:OB)-0B = 04

olsun. O zaman herhangi a ve b orani ve herhangi ¢ ve d vek-
tori igin
a-(c+d)=a-c+a-d,
(a+b)-c=a-c+b-c,
a-(b-c)=(a-b)-c,

l-c=c

Boylece vektorler grubu, oranlar cismi altinda bir vektor uza-
yidir. Ayrica OAB bir {iggen oldugunda herhangi P noktasi
i¢in, girdileri K’de olan bir ve tek bir sirali ikilisi

OP=x-0A+y- OB

denklemini saglar. O girdiler, P'nin Descartes koordinatlar:
veya kartezyan koordinatlaridir.
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9 Dogrular

Her CD dogrusu igin, K'nin bir elemaninin
OP=0C +1-CD

denklemini saglamasi, P noktasinin C'D’de olmasinin gerek ve
yeter bir koguldur. Simdi

0?201'0_1214—02'0?, O?:le—‘/Zl_}‘dQO?
olsun. O zaman

OC +t-CD

—0C +1-(CO+0D)

—(1-1)-0C+t-0D
(1—1)-(c1-OA+¢cy-OB) +t-(dy-OA+dy- OB)
(1 —t)ey +tdy) - OA+((1—tc2+td2) OB
(cl+td1—cl) OA+(CQ+td2—CQ) O?

Boylece

OC+t-CD=x-0A+y-0B

=T —C :t(dl—Cl)/\y—CQZt(dQ—Cg),
dolayisiyla bir P noktasinin kartezyan koordinatlarinin
(da —co)(x — 1) = (di — c1)(y — c2) (*)

denklemini saglamasi, P'nin C'D’de olmasinin gerek ve yeter
bir kosuldur. O denklem

(dg — CQ).I' + (Cl — dl)y + C2d1 — Cldg =0
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bi¢iminde yazilabilir.
Katsayilar1 K’den gelen, a ve b’nin en az birinin 0’dan farklh
oldugu herhangi
ar +by+c=0 (1)

denkleminin bir (¢y, ¢z) ¢oziimii vardir. Bu durumda denklem
a(x —c1) = —b(y — ¢2)
bigiminde yazilabilir. O zaman
di = —b+ cq, do =a+ ¢y

olmak tizere (dy, d2) de denklemin bir ¢6ztimiidiir. Bu durumda
denklem, (x) bi¢iminde yazilabilir.

Bir K cismi verilirse, a ve b'nin en az birinin 0’dan farkl ol-
dugu (1) denklemleri, K? kartezyan ¢arpiminin dogrularin ta-
nimlasin. O zaman Pappus ve Desargues Teoremleri dogrudur,
ve yukaridaki gibi elde edilen oranlar, K cismini olugturur.
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