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1 Eksenler

Analitik geometride Oklid diizlemi olarak R?’yi ve
Oklid uzayr olarak R3’i, bunlarm cebirsel yapisina kul-
lanarak inceleriz.

R?'nin elemanlari, girdileri gercel say1 olan siral ikili-
lerdir. Bunlardan biri

(a,b)
oldugunda

e a, onun x koordinatidir, ve yeri, yatay x ekse-
nindedir;

e b, onun y koordinatidir, ve yeri, dikey y ekse-
nindedir.

Eksenlerin kesigim noktasi, her birinin 0 noktasidir. Eger
a ve b'nin her biri 0’dan farkl ise, o zaman x ekseninin
a noktasi, y ekseninin b noktasi, ve eksenlerin ortak 0
noktasi, bir dikdortgenin ti¢ kosesidir, ve dordiincii kose,
(a,b)dir. Oyle diigiiniiyoruz, ama diigiincemizi kesinles-
tirmek zorundayiz.



2 Dogrular

Resmi tanimimiza gore R?'nin dogrular,

(a,b) # (0,0)

olmak tzere
ar+by =c

lineer denklemlerinin ¢oztim kiimeleridir. Bir denk-
lem, onun ¢oziim kiimesini tanimlar.

Eger iki dogru kesigmezse, o zaman tanima gore bu
dogrular birbirine paraleldir. Bir dogru, kendisine de
paralel olsun.

Teorem 1. R?’de denklemleri

axr + by = e, (1)
cx+dy=f (2)

olan dogrularn paralel olmasy i¢in gerek wve yeter bir
kosul,
ad — be = 0. (3)



Bir (g, h) noktasindan gegen, denklemi (1) olan dogruya
paralel olan tek bir dogru wvardwr, ve bu dogrunun bir
denklemi,

ax + by = ag + bh. (4)

Eger kosul 87 saglanmazsa, o zaman denklemleri (1) ve
(2) olan dogrularin tek bir kesisim noktasi vardur, ve bu

nokta,
(de—bf af—ce). (5)

ad — bc’ ad — be
Aligtirma 1. Teoremi kanitlayin.

Aligtirma 2. a, b, ¢, d, e, ve f i¢in degerler segip denk-
lemler (1) ve (2)'nin ortak ¢éztimlerini bulun. Bunu (5)’i
kullanmadan yapabilirsiniz.

Teoremde (4), bir dogrunun bir denklemidir, ¢nkii
oyle bir denklem, 0 olmayan gergel bir say1 tarafindan
carpilirsa, yeni denklem ayni dogruyu tanimlar.

Eger tanima gore

¢ Z‘:ad—bc
ise, o zaman (5)’teki ¢oziim,

e bl |la e

fodl |c f

a bl'la b

c d| |lec d




Teoremin bu parcgasi, Cramer Kuralidir.

Teorem 2. R?’de ejer

(a,b), (c,d)

birbirinden farkly ise, o zaman onlardan gecen tek bir
dogru vardir, ve bu dogrunun bir denklems,

(d—b)x+ (a —c)y = ad — be. (6)
Algtirma 3. Teoremi kanitlayn.

Eger a # c ise, o zaman teoremdeki dogrunun bagka

bir denklemi,
y—b d—0b

r—a c—a

Genelde teoremdeki dogrunun denklemi, oyle bir

ex+ fy=yg
ki (67f7g)7

ar +by = z,

cx+dy ==z

sistemini ¢ozer.

Alistirma 4. R’den a, b, ¢, ve d icin degerler secip R?’de
(a,b) ve (¢, d)’den gegen dogrunun bir denklemini bulun.



Tanmim ve teoremlerimiz sayesinde R?’de asagidaki
onermeler dogrudur.

1. Iki farkh noktadan bir ve tek bir dogru gecer.

2. Verilen bir noktadan, verilen bir dogruya paralel
olan bir ve tek bir dogru geger.

3. Ayni dogruda olmayan en az ii¢ nokta vardir.
Bu sekilde, tanima gore, R? bir afin diizlemdir.

Aligtirma 5. R¥de (a,b), (c,d), ve (e, f) noktalarmimn
ayni dogruda olmasi i¢in uygun bir yeter ve gerek kosul
bulun.

Teorem 3. Bir afin dizlemin dogrular: kiimesinde pa-
ralellik bir denklik bagintisidar.

Aligtirma 6. Teoremi kanitlayn.



3 Paralelkenarlar

Teorem 4. Bir afin dizlemde ejer ABC' bir ticgen ise
(yani A, B, ve C noktalari ayni dogruda olmazsa), o
zaman bir ve tek bir D noktas: i¢cin ABCD bir paralel-
kenardur.

Aligtirma 7. Teoremi kanitlayin.

Bir afin diizlemde, Sekil 1’deki gibi, ABED ve BCFE
dortkenarlarinin her biri bir paralelkenar olsun. O za-
man

AD || BE, BE || CF,
dolayisiyla Teorem 3 sayesinde
AD || CF.
Ayrica
AB || DE, BC'|| EF. (7)

Bununla beraber
AC || DF (8)



F
Sekil 1: Desargues Teoremi, paralel durum
paralelliginin dogru olup olmadigi acik degildir. R?'de

dogru olacak. Bunu gostermek icin R?'nin cebirsel yapi-
sin1 kullanacagiz.

Teorem 5. R?’de her

(z,y) = (@ +ey+f)

isleminin tersi vardar, ve islem her dogrunun noktalarina
paralel bir dogrunun noktalarina génderir.

Kamit. Verilen iglemin tersi,
(xay) = (.CE— €Y — f)
Eger (a,b) ve (c,d) birbirinde farkli ise, o zaman

(a+e b+ f), (c+e,d+ f)



noktalar: da birbirinden farkhidir, ve bu durumda, Te-
orem 2 sayesinde, onlardan gecen dogrunun denklemi

(d—Db)x + (a —c)y
=ad—bc+ (d—b)e+ (a—c)f. (9)

Teorem 1 sayesinde bu dogru, (6)'min tanimladigi dog-
ruya paraleldir. Ayrica, eger (g, h), (6)’y1 saglarsa, o za-
man (g +e,h+ f), (9)'u saglar. O

Teoremdeki iglem, (a,b) ile 6telemedir.

O sekilde devam edebiliriz, ama bunu kolaylagtirmak
icin birkac tanim verecegiz.

Bir afin diizlemin noktalari i¢in A, B, ve C' gibi harfler
kullaniyoruz. Eger o afin diizlem R? ise, o zaman A,

(a1, az)

olsun. Bu siral ikiliyi, kisaca

a
olarak yazalim. O zaman
A = (ay,a3) = a. (10)
Benzer sekilde
B = (b1,by) = b,
C=(,c)=c,
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vesaire; ayrica
O =(0,00=0 (11)
olsun. Bazen (z,y) yerine (z1,x9) ve x ifadesini kulla-
nacagiz.
Simdi tanima gore

a+b=(a;+by,as+ bo),
—a = (—ay,—as)
olsun. O zaman
a—b=a+ (-b)
kisaltmasini kullanabiliriz.

Teorem 6. R?’de
a+(b+c)=(a+b)+ec,

b+a=a+b,
a+0=a,
a—a=0.

Aligtirma 8. Teoremi kanitlayn.
Alistirma 9. R?’de sadece Teorem 6’y1 kullanarak, her
a+xz=>

denkleminin bir ve tek bir ¢éziimi var oldugunu goste-
rin, ve sonug olarak

at+c=a+d = c=d

gerektirmesini gosterin.

11



Teorem 6 sayesinde, tanimladigimiz toplama iglemi
ile, R? bir abelyan gruptur. O zaman

o toplama ile R ve
« carpma ile R\ {0},

abelyan gruplardir. R3 hari¢c bagka abelyan gruplara
bakmayacagiz.

Bir afin diizlemde, girdileri iki farkli nokta olan bir
sirali ikili, bir yonlii dogru parcasidir. Eger bu girdi-
ler A ve B ise, o zaman yonlii dogru pargasini, (A, B)

yerine
AB

olarak yazacagiz. Simdi kural (10)’u kullamlarak, ta-
nima gore

AB=0CD += b-a=d—c (12)

olsun. Buradaki

a—-b=c—-d

esitligine gore a — b ve ¢ — d, R¥nin ayni elemamdir,
ama ayni zamanda

AB =CD

esitliginde 1@ ve @, yonlii dogru parcasi olarak birbi-
rinden farkli olabilir. Bununla beraber yonlii dogru par-
calarimin egitligi bir denklik bagintisidir.
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a1

Sekil 2: Bir vektor

Teorem 7. R?’de her B? yonli dogru parcas i¢in, bir
ve tek bir A noktasi i¢in,

BC = 0A.

Aligtirma 10. Teoremi kanitlayn.
Dedigimiz gibi, R?'nin ayn1 (ay, ay) elemanim
e hem bir afin diizlemin A noktasi olarak,
e hem bir abelyan grubun a elemani olarak

—
digtinebiliriz. Simdi, Teorem 7 sayesinde a’yi, O A'nin
egitlik sinifi olarak diigtinebiliriz. Bu gekilde a bir vek-
tordiir. Sekil 2’ye bakin.

Teorem 8. R?’de ABC' bir iicgen ve D bir nokta olsun.
ABDC "nin bir paralelkenar olmasi i¢in gerek ve yeter

13



bir kosul,

AB = CD. (13)

Ozel olarak bu esitlik

AC = BD
esitligini gerektirir.
Alistirma 11. Teoremi kanitlayin.

Sonraki teorem sayesinde, R'nin afin yapisindan ve 0
elemanindan R'nin abelyan grup yapisimi elde edebili-
riz. Iki duruma bakmak gerekecek. A ve B, O’dan farkl
olsun.

o Eger A ve B, O ile aym1 dogruda ise, o zaman bu
dogruyu ya OA ya da OB olarak yazabiliriz, ve
dedigimiz gibi

OA || OB.

O zaman a ve b de birbirine paralel olsun:

al b.

e Diger durumda a ve b birbirine paralel degildir:

alfb.

Teorem 9. R2’de a ve b, 0’dan farkl olsun.
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A

Sekil 3: Iki vektoriin toplami: ¢ =a + b

1. Eger Sekil 3’teki gibi a [t b ise, o zaman
c=a-+b
olmak tizere AOBC' bir paralelkenardar.

2. Eger Sekil 4’teki gibi a || b ise, ama a }f ¢ ise, o
zaman

d=a+c,
e=a+b

olmak tizere BCDFE bir paralelkenardar.

Aligtirma 12. Teoremi kanitlayn.
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C

Sekil 4: ki paralel vektériin toplami

Alistirma 13. Eger a ve b, bir ¢ vektorii ile ayni1 dog-
ruda degilse, o zaman

d=a+b-—c

olmak tizere AC'BD’nin bir paralelkenar oldugunu gos-
terin.

Algtirma 14 (Desargues Teoremi, paralel durum).
R*'de Sekil 1’in durumunda (8)’i kamtlaym.

Aligtirma 15 (Pappus Teoremi, paralel durum). R*'de,
eger Sekil 5’teki gibi A, C, ve E bir dogruda ise, ve B,
D, ve F farkh ve paralel bir dogruda ise, ve paralellikler
(7) dogru ise, o zaman

CD || FA (14)
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B F D

Sekil 5: Pappus Teoremi, paralel durum

paralelligini gosterin.

Bir afin diizlemde, eger Desargues Teoreminin paralel
durumu dogru ise, o zaman Pappus Teoreminin paralel
durumu da dogrudur; ayrica, eger bir 0 noktasini seger-
sek, o zaman Teorem 9’daki gibi diizlemimiz bir abelyan
grup olur.
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4 Ucgenler

R’nin her b elemani icin, R*'nin her a eleman icin,
b-a = (bay,bay)

olsun. Zaten a’nin bir vektor oldugunu soyledik; gimdi
b bir skalerdir.

Teorem 10. R?’de

a+b)=c-a+c-b,
(be)-a=10b-(c-a),
l-a=a.

Alistirma 16. Teoremi gosterin.
Teoremler 6 ve 10 sayesinde R? bir vektor uzayidir.

Aligtirma 17. R?’de sadece Teoremler 6 ve 10’u kulla-
narak

~(b-a)=(-b)-a

18



esitligini ve
b-a#0 < b#0 & a #0,
denkligini gosterin, ve a # 0 olmak iizere her
r-a=b-a

denkleminin bir ve tek bir ¢oziimiiniin var oldugunu gos-
terin.

Teorem 11. R?’de, farkls A ve B noktalarimdan gegen
dogrunun noktalar, t € R olmak tzere

(1—t)-a+t-b (15)
vektorleridir.
Aligtirma 18. Teoremi gosterin.
Eger
a#b, d+#e,
ve

(1—t)-a+t-b=c,
(1—-t)-d+t-e=Ff

ise, (A,C,B) ve (D,F,FE) swal iglileri denk ol-
sun. Bu denklik i¢in, bir igsaret kullanmayacagiz, ama
(A, C, B)'nin denklik simifi

AC : AB

19



olacak; bu sinif bir orandir. Eger AC' : ABve DF : DE
ayni ise, o zaman

AC :AB:: DF : DE
orantisini yazariz.

Teorem 12 (Thales). R?’de ejer ABC bir iiggen ise, ve
ayrica A’dan farkl olan E ve F, siraswyla AB ve AC 'nin
noktasi ise, o zaman

EF || BC < AFE:AB:: AF: AC.

Aligtirma 19. Teoremi gosterin.

Aligtirma 20 (Desargues Teoremi, paralel durum).
R?’de, eger ABC ve DEF iicgenlerinin ortak kogesi
yoksa, ama AD, BE, ve EF dogrularinin ortak noktasi
varsa, ve paralellikler (7)’yi dogru ise, o zaman paralellik
(8)’in de dogru oldugunu gosterin.

Aligtirma 21 (Pappus Teoremi, paralel durum). R*'de,
eger A, C, ve F bir dogruda ise, ve B, D, ve F' para-
lel olmayan bir dogruda ise, ve paralellikler (7) dogru
ise, ise, o zaman paralellik (14)’iin de dogru oldugunu
gosterin.

Bir afin diizlemde, eger Pappus Teoreminin kesigen
durumu dogru ise, o zaman Desargues Teoreminin ke-
sisen durumu da dogrudur; ayrica, eger bir 0 noktasini
secersek, o zaman diizlemimiz bir vektor uzay: olur.

20



5 Cemberler

R?’de, resmi tanimimiza gore, merkezi (a, b) olan, (c, d)
noktasindan gecen gcember,

(z—a)* +(y—0)*=(c—a)’+ (d - b)*

denkleminin ¢oziim kiimesidir. Oklid’den 6grendigimiz
tanima gore, u¢ noktalarmin biri ¢gemberde olan, biri
merkez olan dogru parcalari esittir. Ortak bir kavrama
gore esitlik bir denklik bagmtisidir. O zaman R2?'de
dogru parcalarinin egitligini

AB=CD <~
(a1 — 51)2 + (ag — b2)2 = (c1— d1)2 + (c2 — d2)2 (16)
denkligi ile tammlariz. Burada, denklik (12)’deki gibi
AB=CD

egitliginde dogru parcasi olarak AB ve C'D farkl ola-
bilir, ama (16)'nin sagindaki egitlik dogru ise, o zaman
AB ve CD’nin uzunlugu aynidir. Bu uzunlugu |AB|
ile gosterebiliriz; ayrica

‘AB| = \/(CLl — b1)2 + (CLQ + b2>2

21



ile tanimlayabiliriz. Simdi (16),
AB=CD <= |AB|=|CD| (17)
olur.

Alstirma 22. Otelemelerin, uzunluklar: degistirmedi-
gini gosterin.
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6 Acilar

Acilarin egitligini de tamimlamak isteriz. Pisagor Teore-
minin kogulundan

|OA|* +|OB|* = |AB|?

= a® +ay’ + b2 +by% = (a1 — b)) + (ag — by)?
<= 0= —2a;b; — 2a9b,

<— 0= a1b; + asbs.

Tanima gore son toplam, a ve b'nin skaler carpimidir.
Ona nokta ¢arpimi da denir ¢iinkii tanim olarak

a-b= a1b1 + a/2b2
esitligini yazariz.
Teorem 13. R?’de
b-a=a-b,
a-(b+c)=a-b+a-c,
a-(t-b)=t(a-b),
a-a>0,

la] = va - a.
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Ayrica
la|]=0 = a=0.

Alistirma 23. Teoremi kanitlayin.

Teoremler 6, 10, 13 sayesinde R? bir igcarpim uza-

yidir.
Teorem 14. R?’de

ja+b* = |al* + [b]* + 2a - b,
t-al = |t]|al.

Ayrica
a#0, b=+0,
s> 0, t >0,
s-a=c, t-b=d
ise
a-b c-d
allb]  [c|ld]

(21)

Alistirma 24. Teoremi, sadece Teorem 13’1 kullanarak

kanitlayin.

Kogullar (18) altinda ag olarak AOB ve COD ayni-
dir, ve bu agi, ve (21) sayesinde, a - b/|a||b| bolimint
belirttir. Bundan dolay1 O’dan farkli olan herhangi A,

B, C, ve D igin

a-b c-d

/AOB = /C0OD +—

24
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denkligini, acilarin egitliginin tanimi olarak kabul edebi-
liriz. O zaman agilarin dikligini

AO 1L OB <= a-b=0

ile tanimlayabiliriz. Otelemelerin, acilar1 degistirmedi-
gini varsaylyoruz.

Teorem 15 (KAK ve KKK). R?de
AB = DE, BC =FEF (22)
oldugunda
/ABC = /DEF <— AC = DF. (23)
Alistirma 25. Teoremi kanitlayn.

Teorem 16. R?’de a ve b 0’dan farkls oldugunda

L a-b
R
olsun. O zaman
a—t-bLlb.
Ayrica
2 _ 12 (a-b)?
dolayisiyla
la - b| < |a|[b]
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ve b b
_1<M: a-
la|  allb|

< L

Ayrica

a-b
L
Eger AOB agisinin esitlik sinifin1 6 olarak yazarsak, o

zaman tanima gore

la—b*=a +b2—2]a||b|| (24)

a-b
|al[b]
Bu durumda esitlik (24), kosiniis teoremidir.

Alstirma 26. Agagidaki iki durumda ABC' ve DEF
iiggenlerinin agilarimin hangi acilar1 birbirine egittir?

A B C D E F
(6,0) (1,0) (0,6) (0,4) (3,0) (7,3)
(0,1) (5,0) (9,7) (0,23) (17,17) (11,0)
Algtirma 27. Aligtirma 26 gibi kendi aligtirmalariniz

yarattin. Asagidaki yontemi kullandim. Herhangi 0 acis
icin

cosf =

po(z,y) = (xcosh — ysinf, xsinf + y cos )

olsun. O zaman py, uzunluklar: degistirmez, dolayisiyla
acilar1 da degistirmez. Ornegin

cos@zi sinf = —
5
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olabilir. Simdi a ve b, paralel olmayan vektorler oldu-
gunda, ve s ve t, birbirinden farkli olan pozitif skalerler
oldugunda,

c=s-a, d=t-b
olsun. O zaman
C" = py(C), D' = py(D)

oldugunda
ZAOB = £C'0D'.

AOB ve C'"OD’ uiggenlerini farkli 6telemeler altinda alin.
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